




استدلال ریاضی
آشنایی با نظریه اعداد

در.میکنیمبررسیآنصدقبرایراییمثالهاگزاره،یکفهمبرای
:بگیریمکمکزیرمواردازمیتوانیماستدلالیکردیاواثبات

نقضمثال

اثبات و رد یک استدلال

اثباتمستقیم
اثباتبادرنظرگرفتنهمهحالتها

گزارههمارز/اثباتهایبازگشتی
(برهانخلف)اثباتغیرمستقیم



گزارهآندرکهمثالیکحتیآوردناستدلالیکنادرستینشاندادنبرای
مثال،استغلطکلیحکمیکدهدنشانکهمثالیبه.استکافینباشددرست
.گوییمنقض

𝟐𝟐عدد
𝑵
+ .استاولطبیعیعددهایهمهازایبه𝟏

𝒑شرطیگزارههایمورددر ⇒ 𝒒باشدداشتهرازیرشرطدوبایدنقضمثال:𝒑
≡ 𝑻,𝒒 ≡ 𝑭

!نیستآسانیکارهموارهنقضمثالپیداکردن

مثال نقض

تست

تست



تست

تست



.میرسیمحکمبهفرضازمنطقیومعقولمراحلطیبامستقیماثباتدر

.باشدفردعددی𝒏اگراستپذیربخش𝒏برمتوالیعدد𝒏هرمجموع

اثبات مستقیم

تست

تست



تست

مسئلهمورددرممکنمواردهمهاست،معروفهماشباعروشبهکهروشایندر
.میکنیماثباتراآنموارداینازیکهرازایبهوگرفتهدرنظررا

𝒑𝟏 ∨ ⋯∨ 𝒑𝒏 ⇒ 𝒒 ≡ 𝒑𝟏 ⇒ 𝒒 ∧⋯(𝒑𝒏 ⇒ 𝒒)

اثبات با درنظرگرفتن همه حالت ها

𝒂𝒃𝒄اگرکنیدثابت = 𝒂:داریمباشند،حقیقیهمگیاعدادو𝟎 = 𝟎 ∨ (𝒃

= 𝟎 ∨ 𝒄 = 𝟎 ≡ 𝑻

𝒏𝟐اگر 𝒏+𝟏 𝟐

𝟒
(𝒏 ∈ 𝑺)داریمباشد،زوجعددی𝒏 ∈ 𝑨.

𝑨 = 𝟑, 𝟒 , 𝑺 = 𝟏,… , 𝟔

.

مثال اثبات با درنظرگرفتن همه حالت ها



تست

تست

تست



یکبهآنازبعدواست،نادرستحکممیکنیمفرضخلفبرهاندر
.میرسیمفرضبامتضادیاغیرممکننتیجه

:بااستمعادلهاگزارهبصورتخلفبرهان
𝒑 ⇒ 𝒒 ≡ ~𝒒 ⇒ ~𝒑 ≡ ~(𝒑 ∧ ~𝒒)

𝒙در𝒇تابعاگر = 𝒂وپیوسته𝒈در𝒙 = 𝒂دکنیثابتباشد،ناپیوسته
𝒇 + 𝒈در𝒙 = 𝒂استناپیوسته.

اثبات با برهان خلف

تست



تست

تست



𝒑باشندارزشهمگزارهدواگروگوییمهمارزشرایکسانارزشباگزارهدو

⇔ 𝒒اگرعکسبه.استدرستگزارهیک𝒑 ⇔ 𝒒همارزگزارهدوباشد،درست
.بودخواهند

تایهردودوشرطیترکیبکهمتوالیگزارههایازاستفادهبااثباتهابعضیدر
بترتیاینبهورسیدهدرستیابدیهینتیجهیکبهاست،درستمتوالی
𝒑.میشوداثباتاصلیگزارهدرستی ⇔ 𝒒 ⇔ 𝒕 ⇔ ⋯⇔ 𝒓 ≡ 𝑻

گزاره های هم ارز/اثبات های بازگشتی

𝒂,𝒃باشیمداشتهاگر ≥ 𝒂+𝒃:داریمآنگاه𝟎

𝟐
≥ 𝒂𝒃

𝒙,𝒚اگر ≠ 𝒙:داریمباشند،علامتهمو𝟎

𝒚
+

𝒚

𝒙
≥ 𝟐

،فردیازوجفرجهبارادیکال،زوجتواندرنظرگرفتنبازگشتیگزارههایدر
.دارداهمیتمیشودصفرمخرجکهحالاتی

گزاره های هم ارز/اثبات های بازگشتی



تست

تست



تست

تست



بخش پذیری در اعداد صحیح

آشنایی با نظریه اعداد

دهایباقیمانآنکهبدوندستهبندییامساویدستههایدرشیتعدادیقراردادن
.گوییمشمارندههاتوسطشمارشیاکردنعادباشیم،داشته

عادرا𝟏𝟖عدد𝟐یعنیکرد،عادیاشمرد𝟏,𝟐,𝟑,𝟔,𝟗,𝟏𝟖بامیتوانرا𝟏𝟖
.میکند

.مینامیمکردنعادنمادراآنودادهنمایش«|»باریاضیدرراشمارش

مفهوم شمارش و عاد کردن



یامیشماردرا𝒂،𝒃)است𝒃عددشمارندهاست،صفرمخالفکه،𝒂صحیحعدد
𝒂|𝒃یا𝒃بر𝒂صحیحعددهرگاه(استبخشپذیر𝒒کهباشدداشتهوجود𝒃

= 𝒂𝒒.

.استصحیحعددهموارهعدد،ازمنظوراعدادنظریهدر

𝒒∃داریمبشمارد،را𝒃عدد𝒂اگر ∈ 𝒁; 𝒃 = 𝒂𝒒و𝒂|𝒃.

.𝒂|𝒃مینویسیمنباشد،پخشپذیر𝒂بر𝒃عدداگر

مفهوم شمارش و عاد کردن

:داریمباشد،دلخواهصحیحعددیک𝒂میکنیمفرض
±𝟏|𝒂

±𝒂|𝒂

±𝒂|𝟎

𝒂|𝟎نمیشماردراصفریغیرعددهیچصفرعدد ≡ 𝑭

𝟎|𝟎میشماردراخودشصفرعددقرارداد،طبق ≡ 𝑻

نتایج اولیه عاد کردن



𝒂مقسومعلیههایازیکهرمیتواند𝒃باشد:𝒂|𝒃

𝒂|𝒃:داریمباشداولعدد𝒃اگرپس ⇒ 𝒂 = ±𝟏, ± 𝒃

𝒂|𝟏:داریمیکعدددربارههمچنین ⇒ 𝒂 = ±𝟏

:میشماردنیزرا𝒃صحیحمضربهر𝒂آنگاه𝒂|𝒃اگر
𝒂|𝒃 ⇒ 𝒂|𝒎𝒃

ቊ
𝒂 𝒃 ⇒ 𝒂 𝒃𝟐

𝒂 𝒃 ⇒ 𝒂 𝒃𝒏

نتایج اولیه عاد کردن

𝒌و𝒂|𝒃اگر ∈ ℤداریم:
𝒂|𝒃 ⇒ 𝒌𝒂|𝒌𝒃

.مینامیمکردنعادرابطهبرایتعدیخاصیتزیرخاصیت
𝒂 𝒃 ∧ 𝒃 𝒄 ⇒ 𝒂|𝒄

ویژگی های رابطه عاد کردن

:میشماردنیزرادوآنخطیترکیبهرآنگاهبشمارد،راعدددوعددیهرگاه
𝒂 𝒃 ∧ 𝒂 𝒄 ⇒ 𝒂|𝒃 ± 𝒄

𝒂 𝒃 ∧ 𝒂 𝒄 ⇒ 𝒂|𝒎𝒃 ± 𝒏𝒄

ویژگی های رابطه عاد کردن



𝒃و𝒂|𝒃اگر ≠ 𝒂:داریماینصورتدر𝟎 ≤ |𝒃|

𝒂آنگاه𝒃|𝒂و𝒂|𝒃اگر = ±𝒃.

𝒂𝒄 𝒃 ⇒ 𝒂 𝒃 ∧ 𝒄|𝒃

𝒌𝒂|𝒌𝒃 ⇒ 𝒂|𝒃

ویژگی های رابطه عاد کردن

:کردضربهمدرراآنهامیتوانباشیم،داشتهکردنعادرابطهدواگر
𝒂 𝒃 ∧ 𝒄 𝒅 ⇒ 𝒂𝒄|𝒃𝒅

:کردکمآنازیاواضافهراستبهمیتوانراچپازمضربیهر

𝒂 𝒃 ⇒ 𝒂 𝒃 ± 𝒂𝒌; 𝒌 ∈ ℤ

ویژگی های رابطه عاد کردن

تست



تست

تست

تست



صفرهمبادوهر𝒃و𝒂)مینامیم𝒃و𝒂صحیحعدددوبممرا𝒅طبیعیعدد
𝒂,𝒃:مینویسیمو(نیستند = 𝒅

:باشدبرقرارزیرشرطدوکههرگاه
𝒅 𝒂, 𝒅 𝒃

∀𝒎 > 𝟎;𝒎 𝒂,𝒎 𝒃 ⇒ 𝒎 ≤ 𝒅

.𝒎|𝒅داریمها𝒎ازهرکدامازایبههمچنین

بزرگ ترین مقسوم علیه مشترک

𝒂,𝒃:مینویسیمومینامیم𝒃و𝒂ناصفرصحیحعدددوکممرا𝒄طبیعیعدد

= 𝒄

:باشدبرقرارزیرشرطدوکههرگاه
𝒂 𝒄, 𝒃 𝒄

∀𝒎 > 𝟎, 𝒂 𝒎, 𝒃 𝒎 ⇒ 𝒄 ≤ 𝒎

.𝒄|𝒎داریمها𝒎ازهرکدامازایبههمچنین

کوچک ترین مضرب مشترک



:کنیمتجزیهرا𝒃و𝒂عدددواگر

.توانکمترینبامشترکعواملضرببمم

.توانبیشترینبانامشترکومشترکعواملضربکمم
𝑨 = 𝟐𝟒

𝑩 = 𝟓𝟒

کوچک ترین مضرب مشترک

انمیتوبود،منفیعددیاگرلذاونداردتاثیریکمموبممدرعلامت
.دادانجامرامحاسباتبعدوحذفرامنفی

𝒂|𝒃 ⇒ ቊ
𝒂, 𝒃 = |𝒂|

𝒂, 𝒃 = |𝒃|

:گرفتفاکتورمیتوانکمموبممدرمشترکعاملاز
𝒌𝒂, 𝒌𝒃 = 𝒌 × 𝒂, 𝒃 , 𝒌𝒂, 𝒌𝒃 = 𝒌 × [𝒂, 𝒃]

نکات ب م م و  ک م م

و|𝒂|بابرابربممآنگاه𝒂|𝒃اگر
.است|𝒃|بابرابرکمم

:داریم𝒃و𝒂صحیحعدددوهربرای
𝒂, 𝒃 × 𝒂, 𝒃 = |𝒂 × 𝒃|

:باشدبرقرارزیرشرطدوازیکیاگرهستند،اولهمبهنسبت𝒃و𝒂عدددو
𝒂,𝒃 = 𝒂,𝒃یا𝟏 = |𝒂𝒃|

!استاولاعدادهمهبهنسبتنیزاولعددهر

یک قضیه مهم



تست

تست

تست



تست

:داریمصحیحاعدادتقسیمدر
𝒂 = 𝒃𝒒 + 𝒓, 𝟎 ≤ 𝒓 < 𝒃

ایندرباشدطبیعی𝒃وصحیح𝒂اگر:تقسیمقضیه
یافت𝒓و𝒒فردبهمنحصروصحیحاعدادیصورت،
𝒂کهقسمیبهمیشوند = 𝒃𝒒 + 𝒓𝟎و ≤ 𝒓 < 𝒃.

قضیه تقسیم و کاربردها

𝒃

𝒓

𝒒
𝒂



ربتقسیمباباشد،دلخواهوصحیحعددی𝒂اگرتقسیم،قضیهبهتوجهبا
𝒃برای𝒓𝟎رابطهبهتوجهبا ≤ 𝒓 < 𝒃دقیقا𝒃داردوجودحالت.

{𝟎,𝟏, … ,𝒃 − 𝟐,𝒃 − 𝟏}

:استزیرصورتهایازیکیبه𝒂دلخواهعددهربنابراین
𝒃𝒒, 𝒃𝒒 + 𝟏, 𝒃𝒒 + 𝟐,… , 𝒃𝒒 + (𝒃 − 𝟏)

𝟐𝒌یا𝟐𝒌شکلبهمیتوانراعددهرمثلا + .نوشت𝟏

ℤافراز مجموعه 

𝒎بهصحیحاعدادافرازبرایکلیحالتیکبنابراین

𝒌)استزیرصورتبهمجموعه ∈ ℤ):
𝑨𝟎 = 𝒂 ∈ ℤ 𝒂 = 𝒎𝒌

𝑨𝟏 = 𝒂 ∈ ℤ 𝒂 = 𝒎𝒌+ 𝟏

⋮

𝑨𝒎−𝟏 = {𝒂 ∈ ℤ|𝒂 = 𝒎𝒌 + 𝒎− 𝟏 }

ℤافراز مجموعه 



تست

تست

تست



تست



𝟏هم نهشتی در اعداد صحیح و کاربردها بخش

آشنایی با نظریه اعداد

زیربصورتمجموعه𝒎بهراصحیحاعدادمیتوانیمکهدیدیمقبلیبخشدر
:کنیمافراز

𝑨𝟎 = 𝒙 ∈ ℤ 𝒙 = 𝒎𝒌 = 𝒎,𝟐𝒎,… = 𝟎 𝒎

⋮

𝑨𝒎−𝟏 = 𝒙 ∈ ℤ 𝒙 = 𝒎𝒌 + 𝒎− 𝟏 = 𝒎− 𝟏 𝒎

𝒓عددبامساوی،𝒎برآنهاتقسیمباقیماندهکهاعدادیمجموعهکلیحالتدر

𝒓نمادباباشد 𝒎میدهیمنشان.

ℤافراز مجموعه 



𝑨𝒊هرمجموعهازایبه = {𝒙 ∈ ℤ|𝒙 = 𝒎𝒌 + 𝒊}،عضودوهرتفاضلباشد
.استپذیربخش𝒎برمجموعهازدلخواه

𝑨𝒊 = … ,−𝒎+ 𝒊, 𝒊,𝒎 + 𝒊, 𝟐𝒎 + 𝒊, …

𝒊)بگیریم𝑨𝒋و𝑨𝒊متفاوتمجموعهدوازعدددواگر ≠ 𝒋)دواینتفاضل
.نیستپذیربخش𝒎برهیچگاه

تعریف هم نهشتی

𝒎|𝒂اگر،𝒃و𝒂مانندصحیحعدددوهرو𝒎طبیعیعددهربرای − 𝒃گوییم

«𝒂باهمنهشت𝒃(پیمانه)سنجبهاست𝒎»مینویسیمو:𝒂 ≡
𝒎
𝒃

:ازاستعبارتریاضیزبانبه𝒎پیمانهبههمنهشتیتعریف

∀𝒂, 𝒃 ∈ ℤ, 𝒂 ≡
𝒎
𝒃 ⇔ 𝒎|𝒂 − 𝒃(𝒎 ∈ ℕ)

𝒓 𝒎همنهشتیدستهیاکلاسنیزرا𝒓پیمانهبه𝒎یکاعدادهمه.گوییم
.اندهمنهشتیکدیگربا𝒎پیمانهبههمنهشتیکلاس

تعریف هم نهشتی



.کردکم/اضافهصحیحعددیمیتوانهمنهشتیرابطهطرفینبه

𝒂 ≡
𝒎
𝒃 ⇒ 𝒂 ± 𝒄 ≡

𝒎
𝒃 ± 𝒄

.کردضربصحیحعددیدرمیتوانراهمنهشتیرابطهطرفدو

𝒂 ≡
𝒎
𝒃 ⇒ 𝒂𝒄 ≡

𝒎
𝒃𝒄

.رساندطبیعی𝒏توانبهمیتوانراهمنهشتیرابطهیکطرفدو

𝒂 ≡
𝒎
𝒃 ⇒ 𝒂𝒏 ≡

𝒎
𝒃𝒏

ویژگی های هم نهشتی

طبیعی𝒏توانبهمیتوانراهمنهشتیرابطهیکطرفدو
.رساند

𝒂 ≡
𝒎
𝒃 ⇒ 𝒂𝒏 ≡

𝒎
𝒃𝒏

ابمیتوانرایکسانپیمانههایباهمنهشتیرابطهدوطرفدو
.کردضربهمدریاومنهاهمازیاجمعهم

𝒂 ≡
𝒎
𝒃, 𝒄 ≡

𝒎
𝒅 ⇒ ൝ 𝒂𝒄 ≡

𝒎
𝒃𝒅

𝒂 ± 𝒄 ≡
𝒎
𝒃 ± 𝒅

ویژگی های هم نهشتی



:داریمباشد𝒓بابرابر𝒎بر𝒂تقسیمباقیماندهاگر

𝒂 = 𝒎𝒒 + 𝒓 ⇒ 𝒂 ≡
𝒎
𝒓

افهاضراپیمانهازهرمضربیهمنهشتیرابطهیکطرفیکیادوطرفبهمیتوان
.کردکمآنازیا

𝒂 ≡
𝒎
𝒃 ⇒ 𝒂 ±𝒎𝒕 ≡

𝒎
𝒃 ±𝒎𝒌

ویژگی های هم نهشتی

یمانهپبایدکنیم،تقسیمعددیبرراهمنهشتیرابطهیکطرفدوبخواهیماگر
.کنیمتقسیمپیمانهوعددآنبممبرراهمنهشتیآن

𝒂𝒄 ≡
𝒎
𝒃𝒄, 𝒎, 𝒄 = 𝒅 ⇒ 𝒂 ≡

𝒎
𝒅
𝒃

𝒂𝒄اگر ≡
𝒎
𝒃𝒄و𝒄,𝒎 = 𝒂اینصورتدر𝟏 ≡

𝒎
𝒃.(سادهسازی)حذفواقعدر

.استبرقرارپیمانهبهنسبتاولهرعددبرای

.میباشدبرقرارحذفباشداولعددیپیمانهاگربنابراین

ویژگی های هم نهشتی

تست



تست

تست

تست



تست

𝟐هم نهشتی در اعداد صحیح و کاربردها بخش

• آشنایی با نظریه اعداد



𝒂 ≡
𝒎
𝒃 ⇒

𝒂 ± 𝒄 ≡
𝒎
𝒃 ± 𝒄

𝒂𝒄 ≡
𝒎
𝒃𝒄

𝒂𝒏 ≡
𝒎
𝒃𝒏

𝒂𝒏 ≡
𝒎
𝒃𝒏

𝒂 ±𝒎𝒕 ≡
𝒎
𝒃 ±𝒎𝒌

𝒎, 𝒄 = 𝒅 ⇒ 𝒂 ≡

𝒎
𝒅
𝒃

مرور ویژگی های هم نهشتی

مرور ویژگی های هم نهشتی

𝒂 ≡
𝒎
𝒃, 𝒄 ≡

𝒎
𝒅 ⇒ ൝

𝒂𝒄 ≡
𝒎
𝒃𝒅

𝒂 ± 𝒄 ≡
𝒎
𝒃 ± 𝒅

:داریمباشد𝒓بابرابر𝒎بر𝒂تقسیمباقیماندهاگر

𝒂 = 𝒎𝒒 + 𝒓 ⇒ 𝒂 ≡
𝒎
𝒓



کاربردهای هم نهشتی

کاربردهایهمنهشتی

𝟐,𝟑,𝟓,𝟗,𝟏𝟎,𝟏𝟏پیداکردنباقیماندهبر

تقویمنگاری

𝒂𝒙معادلهسیاله + 𝒃𝒚 = 𝒄

𝒂𝒙معادلههمنهشتی ≡
𝒎
𝒃

𝑨بهصورتدهمبنایعدد = 𝒂𝒏…𝒂𝟐𝒂𝟏𝒂𝟎نوشتمیتوانرا:

𝒂𝒏…𝒂𝟐𝒂𝟏𝒂𝟎 = 𝒂𝟎 + 𝟏𝟎𝒂𝟏 + 𝟏𝟎𝟎𝒂𝟐 +⋯+ 𝟏𝟎𝒏𝒂𝒏

:داریم𝟐,𝟓,𝟏𝟎برپذیریبخشبرای

𝒂𝟎 + 𝟏𝟎𝒂𝟏 +⋯+ 𝟏𝟎𝒏𝒂𝒏 ≡
𝟐/𝟓/𝟏𝟎

𝒂𝟎

رایمانهپازمضربییاپیمانهخود،شدمنفیحاصلاگرباقیماندهآوردنبدستدر
.شودمثبتتامیکنیماضافهآنبه

و بخش پذیری𝟏𝟎عددنویسی در مبنای 

:مینویسیمرابازشدهفرمدوباره𝟗و𝟑برباقیماندهبرای

𝒂𝒏…𝒂𝟐𝒂𝟏𝒂𝟎 = 𝒂𝟎 + 𝟏𝟎𝒂𝟏 + 𝟏𝟎𝟎𝒂𝟐 +⋯+ 𝟏𝟎𝒏𝒂𝒏

= 𝒂𝟎 + 𝟗𝒂𝟏 + 𝒂𝟏 + 𝟗𝟗𝒂𝟐 + 𝒂𝟐 + (𝟗𝟗𝟗𝒂𝟑 + 𝒂𝟑)…

:داشتخواهیمبنابراینبرای

𝒂𝒏…𝒂𝟐𝒂𝟏𝒂𝟎 ≡
𝟑/𝟗

𝒂𝟎 + 𝒂𝟏 +⋯+ 𝒂𝒏

𝟑,𝟗بخش پذیری بر 



:میکنیممروررازیراتحاددو𝟏𝟏بربخشپذیریحالتبرای

𝟏𝟎𝟐𝒌+𝟏 + 𝟏𝟐𝒌+𝟏 = 𝟏𝟎 + 𝟏 𝟏𝟎𝟐𝒌 −⋯+ 𝟏

𝟏𝟎𝟐𝒌+𝟏 + 𝟏 ≡
𝟏𝟏
𝟎 ⇒ 𝟏𝟎𝟐𝒌+𝟏 ≡

𝟏𝟏
−𝟏

𝟏𝟎𝟐𝒌 − (−𝟏)𝟐𝒌= 𝟏𝟎 − (−𝟏) 𝟏𝟎𝟐𝒌 −⋯+ 𝟏

𝟏𝟎𝟐𝒌 − 𝟏 ≡
𝟏𝟏
𝟎 ⇒ 𝟏𝟎𝟐𝒌 ≡

𝟏𝟏
𝟏

𝟏𝟏بخش پذیری بر 

:مینویسیمرابازشدهفرمدوباره𝟗و𝟑برباقیماندهبرای

𝒂𝒏…𝒂𝟐𝒂𝟏𝒂𝟎 = 𝒂𝟎 + 𝟏𝟎𝒂𝟏 + 𝟏𝟎𝟎𝒂𝟐 +⋯+ 𝟏𝟎𝒏𝒂𝒏

= 𝒂𝟎 + 𝟏𝟏𝒂𝟏 − 𝒂𝟏 + 𝟗𝟗𝒂𝟐 + 𝒂𝟐 + (𝟏𝟎𝟎𝟏𝒂𝟑 − 𝒂𝟑)…

:داشتخواهیمبنابراینبرای

𝒂𝒏…𝒂𝟐𝒂𝟏𝒂𝟎 ≡
𝟏𝟏
𝒂𝟎 − 𝒂𝟏 + 𝒂𝟐 −⋯+ −𝟏 𝒏𝒂𝒏

𝟏𝟏بخش پذیری بر 

تست



تست

تست

تست



اباینصورتدر.استشنبهچندسالروزهایازیکیمیدانیمکهکنیدفرض
ینتعیمیتوانیمدلخواهروزیکباروزاینفاصلهتعدادمحاسبهوهمنهشتی

.استشنبهچندروزآنکنیم

.هستندهمنهشت𝟕پیمانهبههفتهروزهای

.کنیماستفادهروزهادایرهازمیتوانیمکاراینبرای

اما،نکردهمحاسبهتعداددرراهستیمآندرکهروزیمحاسبهعمدتاایندر
.میکنیممحاسبهتعداددررااستچندشنبهبفهمیممیخواهیمکهروزی

تقویم نگاری

تست

تست



تست

تست

𝒂𝒙فرمبهو𝒙مجهولباهمراههمنهشتیرابطهیک ≡
𝒎
𝒃معادلهیکرا

چونجوابهاییهمهکردنپیدامعادلهاینحلازمنظورومینامیمهمنهشتی

𝒙𝟎 ∈ ℤباشیمداشتهیعنیکنندصدقمعادلهایندرکهاست:

𝒂𝒙𝟎 ≡
𝒎
𝒃, (𝒂, 𝒃 ∈ ℤ)

معادله هم نهشتی



𝒂𝒙 ≡
𝒎
𝒃 ⇒ 𝒎|𝒂𝒙 − 𝒃 ⇒ 𝒂𝒙 − 𝒃 = 𝒎𝒌

𝒂𝒙 = 𝒎𝒌 + 𝒃

هایویژگیازاستفادهبااینکار.باشد𝒙ضریببردنبینازبایدماتلاشپس
.میگیردانجامهمنهشتی

𝒂𝒙همنهشتیمعادله ≡
𝒎
𝒃اگرفقطواگراستجوابدارای𝒂,𝒎 |𝒃.

معادله هم نهشتی

:دهیمانجامهمنهشتیمعادلهحلبرایبایدکهکارهایی

𝒂,𝒃ازاستفادهباجوابوجودبررسی1. |𝒎

اعدادنظریهتکنیکهایازاستفاده2.

𝟑𝒙مانندهمنهشتیکلاسهایازاستفاده1. ≡
𝟕
𝟏

𝟏𝟏𝒙مانندمناسبعددیدرطرفینضرب2. ≡
𝟏𝟓
...و𝟐

معادله هم نهشتی

𝒂𝒙در ≡
𝒎
𝒃کهصورتیدر𝒂 > 𝒎 ∨ 𝒃 ≥ 𝒎کنیمسادهرامعادلهاستبهتر
.دهیمقرارآنهامقادیربجایرا𝒎به𝒃و𝒂تقسیمباقیماندهیعنی

تست



تست

تست

تست



𝒂𝒙معادلهجوابهایبخواهیمهرگاه + 𝒃𝒚 = 𝒄وبیابیمصحیحاعداددررا

𝒂,𝒃,𝒄 ∈ ℤخطییااولدرجهسیالهمعادلهصورتایندر𝒂𝒙 + 𝒃𝒚 = 𝒄را

.میکنیمحل

معادله سیاله

:میکنیمهمنهشتیمعادلهدوبهتبدیلراآنمعادلهحلبرای

𝒂𝒙 + 𝒃𝒚 = 𝒄 ⇒ ቐ
𝒂𝒙 ≡

|𝒃|
𝒄

𝒃𝒚 ≡
|𝒂|
𝒄

دریکوچکتراعدادکهمعادلهایمعمولا)میکنیمحلرامعادلاتاینازیکیحال
.(داردخود

.میآوریمرادیگرمتغیروگذاشتهمعادلهدرراجوابکلیفرم

.میآوریمبدسترا𝒚و𝒙مقادیر(متغیرجوابها)𝒌تغییرازایبه

معادله سیاله

𝟒𝒙سیالهمعادله + 𝟓𝒚 = .کنیدحلرا𝟗

معادلهدورهنبایدمیکنیم،همنهشتیمعادلهبهتبدیلراسیالهمعادلهیکوقتی
مابهراموردنظرجوابوآمدهبدستجدااینصورتدر𝒚و𝒙زیرا،کردحلرا

دستبرادیگریجایگذاریباوکردحلرامعادلههاازیکیبایدبلکه.نمیدهند
.آورد

معادله سیاله



𝒂𝒙سیالهمعادلهآنکهبرایکافیولازمشرط + 𝒃𝒚 = 𝒄آنباشدجوابدارای
𝒂,𝒃کهاست |𝒄.

𝒂𝒙معادلهخاصجوابیکاگر:سریعحل + 𝒃𝒚 = 𝒄بهصورت(𝒙𝟎,𝒚𝟎)و
𝒂,𝒃همچنین = 𝒅استزیرفرمبهجوابهاباشد:

𝒙 = 𝒙𝟎 +
𝒃

𝒅
𝒌

𝒚 = 𝒚𝟎 −
𝒂

𝒅
𝒌

شرط وجود جواب معادله سیاله

تست



تست

تست

تست



تست

حل تمرین

• آشنایی با نظریه اعداد



تست

تست

تست



تست

تست

تست



تست

تست

تست



تست

تست

تست



تست

تست

تست







معرفی گراف
گراف و مدل سازی

شغولمبهخودرا(فعلیروسیهدر)کونیگسبرگشهراهالیازبرخیفکرمعمایی
.شدحلاویلرتوانایبهدستانمعمااین.بودکرده

مفهوم شمارش و عاد کردن



.است(یالها)خطوطو(راسها)نقاطازمجموعهایگراف

هربهکهاسترابطهایو𝑬و𝑽مجموعهدوازسهتایییکگرافریاضیدیداز
.میدهدنسبترا(متمایزلزومانه)𝑽مجموعهازعضودو،𝑬مجموعهازعضو

استفاده؟گرافنامگذاریراهیک

زیروندبا𝒆و𝒗حروفازاستفاده

گراف چیست؟

.میدهیمنمایش𝑽(𝑮)باراگرافیراسهامجموعه

.میدهیمنمایش𝑬(𝑮)باراگرافییالهامجموعه

به.ممیگوییمنفردیاایزولهیاتنهاراسنمیگذرد،آنازیالیهیچکهراسیبه
.میگوییمطوقهمیرسدخودشبهراسیکازکهیالی

𝑽|یاگرافراستعدادبه 𝑮 به.میدهیمنشان𝒑باآنراوگفتهگرافمرتبه|
𝑬|یایالهاتعداد 𝑮 .میدهیمنشان𝒒باآنراوگفتهگرافاندازه|

تعاریف گراف



.کنیمتعیینجهتیالهابرایکهاستلازماوقاتگاهی

راسکدامسمتبهراسکدامسمتازیالجهتاینکهنمایشبرایحالتدراین
𝒆بجاییالیکیعنیمیدهیمنمایشمرتبزوجبارایالهااست = 𝒆با𝟒,𝟔

= .میشودمشخص(𝟒,𝟔)

تعاریف گراف

میگوییم،مجاورراراسدواینباشد،داشتهوجودیالی𝒃و𝒂راسدوبیناگر
𝒂𝒃یعنی ∈ 𝑬(𝑮).

هکراسیرویازونکندقطعراخودشیالیهیچکنیددقتگرافرسمزماندر
.نکندعبورنیستیالآنسردوبهمربوط

وهایالورئوستعدادمهمنکتهونیستمدنظریکتاییروشگرافرسمبرای
.استدواینمیانارتباط

تعاریف گراف



راسهمسایههایمجموعهداریم،یالآنهابه𝒂راسازکههاییراسمجموعهبه
𝒂باراآنوگوییم𝑵𝑮(𝒂)میدهیمنمایش.

میدهددستبهرا𝒂راسبستههمسایگی𝑵𝑮(𝒂)به𝒂راسخودکردناضافه
.میدهیمنمایش𝑵𝑮[𝒂]باراآنکه

𝑵𝑮 𝒂 = 𝑵𝑮 𝒂 + {𝒂}

تعاریف گراف

𝒅𝒆𝒈(𝒂)باراآنومیگویندراسدرجهمیگذرد𝒂راسازکهیالهاییتعدادبه

.میدهندنشانیا

راسراآنباشدزوجدرجهاگروفردراسراآنباشدفردراسیکدرجهاگر
.مینامیمزوج

نشان𝜹(𝑮)بارادرجهکوچکترینو𝚫(𝐆)بارادرجهبزرگترینگرافدر
.میدهیم

.گوییممجاوریالدو،مشترکاندراسیکدرکهرایالدو

تعاریف گراف



وقهطوباشدداشتهوجودیالیکحداکثرراسدوبینآندرکهگرافی
.مینامیمسادهگراف،باشدنداشتهنیز

مدارییالیکحداکثرراسهردوبیناینکهبهتوجهباسادهگرافدر
𝑵𝑮:بنابراین 𝒗 = 𝒅𝒆𝒈(𝒗)

تعاریف گراف

:استیالهاتعدادبرابردوگرافیکیراسهادرجههایمجموعه
𝑽 𝑮 = 𝒗𝟏, … , 𝒗𝒏


𝒊=𝟏

𝒏

𝒅𝒆𝒈 𝒗𝒊 = 𝒅𝒆𝒈 𝒗𝟏 +⋯+ 𝒅𝒆𝒈 𝒗𝒏 = 𝟐𝒒

مجموعاینکهبرای.باشدفردنمیتواندواستزوجعددیراسهادرجهمجموعه
.باشدزوجبایدفرد،درجههایراستعدادباشد،زوجدرجهها

قضایای اولیه گراف



𝚫سادهگرافدر ≤ 𝐩 − 𝒑بهمیتواندحداکثرراسهراینجادرزیرا𝟏 − 𝟏

.باشدداشتهیالدیگرراس

𝒅𝒆𝒈باشیمداشتهیعنیباشدوصلدیگرهایراسهمهبهکهراسیبه 𝒗 = 𝒑

− .میگوییمفولراس𝟏

𝜹باشیمداشتهفولراسیکگرافدراگر ≥ 𝟏.

𝜹داریمفولراس𝒌وجودباترتیبهمینبه ≥ 𝒌.

قضایای اولیه گراف

یاردداوجودمشخصدرجههایدنبالهیکباگرافیآیااینکهکردنمشخصبرای
.کنیماستفادهشدهگفتهشرطهایازمیتوانیمنه،

وجوداثباتبرایوشدهاستفادهگرافوجودعدمبرایتنهاشرطهاازالبته
.کنیمرسمشرایطآنباگرافیکبایدنظرموردشرایطباگرافی

دارد؟وجود𝟒,𝟑,𝟑,𝟐,𝟐رئوسدرجهباگرافیآیا

وجود و عدم وجود گراف



-𝒌گرافباشند،𝒌عددبابرابرومساویهمباآنرئوستمامدرجهراگرافی
.مینامیممنتظم

𝒑𝒌:داریممنتظم-𝒌گرافدر = 𝟐𝒒

.نداریمفردمرتبهمنتظمفردگرافمیشودنتیجهبالااز

چنینبه.نداردیالیهیچواستشدهتشکیلایزولهراس𝒑ازمنتظم-𝟎گراف
.میگوییمتهیگرافگرافی

گراف منتظم

-𝟐گرافواستآمدهبوجودهمازجدایالتعدادیاز𝒑مرتبهمنتظم-𝟏گراف
.میآیدبهوجودچندضلعیتعدادیاجتماعازمنتظم

𝒑)گراف − .گوییمکاملگرافرامنتظم-(𝟏

آنوگوییمکاملگرافباشد،مجاوردیگررئوستمامباآنراسهرکهراگرافی
.میدهیمنشان𝑲𝒑بارا

گراف منتظم

𝒑بااستبرابر𝒑مرتبهازکاملگرافیالهایتعداد 𝒑−𝟏

𝟐
.

:بااستبرابر𝒑مرتبهازسادهگرافهایتعداد

𝟐
𝒑 𝒑−𝟏

𝟐

:بااستبرابر𝒑مرتبهازجهتدارگرافهایتعداد
𝟐𝒑 𝒑−𝟏

گراف منتظم



مجموعهکهاستگرافیمیشود،نامیده𝑮𝒄یاഥ𝑮باراآنکه𝑮گرافمکمل
تنهاواگراستیال𝑮𝒄ازراسدوبینوبوده𝑮رئوسمجموعهبابرابرآنرئوس
.باشدنداشتهوجودیالی𝑮درراسدوهمانبیناگر

مکمل گراف

ازکاملگرافیالهایتعدادبابرابرهمدیگرروی𝑮𝒄و𝑮گرافیالهایتعداد
.میشودمرتبههمان

𝒒 𝑮𝒄 + 𝒒 𝑮 = 𝒒 𝑲𝒑 =
𝒑 𝒑 − 𝟏

𝟐

گرافوکاملگرافدرآندرجهتفاضلبااستبرابر𝑮𝒄گرافدرراسهردرجه
𝑮.

𝒅𝒆𝒈𝑮 𝒗 + 𝒅𝒆𝒈𝑮𝒄 𝒗 = 𝒑 − 𝟏

مکمل گراف

آنرئوسمجموعهکهاستگرافی𝑮گرافاززیرگرافیک
آنیالهایمجموعهو𝑮گرافرئوسمجموعهازایزیرمجموعه
.باشند𝑮یالهایمجموعهازایزیرمجموعه

زیرگراف



𝒖مسیریک)𝒗به𝒖ازمسیریکباشند،گرافازراسدو𝒗و𝒖اگر − 𝒗)در𝑮

بهمیشودختم𝒗بهوشروع𝒖ازکهاست𝑮درمتمایزدوبهدورئوسازدنبالهای
.هستندمجاور𝑮دردنبالهاینمتوالیراسدوهرکهطوری

دتعداازکمتریکی).استمسیردرموجودیالهایتعدادبابرابرمسیرطول
(آنرئوس

صفرطولبامسیریک𝒗راسیکتنهاازمتشکلدنباله

تعریف مسیر در گراف

𝒏که𝒗𝟏𝒗𝟐…𝒗𝒏𝒗𝟏دنباله ≥ باراسهرآندرکهمتمایزدوبهدورئوساز𝟑
.مینامیم𝒏بهطولدوریکرااستمجاوربعدیراس

.تهسنیزرئوستعدادبابرابرکهمیگوییمدورآنطولدوریالهایتعدادبه

تعریف دور در گراف

.میدهیمنمایش𝑷𝒏باباشدشدهتشکیلراسی𝒏مسیریکازتنهاکهراگرافی

.میدهیمنمایش𝑪𝒏باراباشدشدهتشکیلراسی𝒏دوریکازتنهاکهراگرافی

تعریف دور در گراف



وجودمسیریکدستکمآن،راسدوهربینهرگاهمینامیم،همبندرا𝑮گراف
.گوییمناهمبندراآناینصورت،غیردروباشدداشته

𝒏راسی𝒏همبندگرافیکیالهایتعدادحداقل − 𝟏

باشدتنهاراسیککهاستزمانیراسی𝒏ناهمبندگرافیالهایتعدادحداکثر
𝒏−𝟏 𝒏−𝟐

𝟐
.

همبندی و ناهمبندی در یک گراف

تست



تست

تست

تست



تست

تست

تست



تست

تست

تست



تست

تست

مدل سازی با گراف

• گراف و مدل سازی



صفحهدروزیرهاقراردادننظیرپرسشهایی
دخوپوششتحتراخانههاکلکهبطوریشطرنج

احاطهگرینامبهمفهومیایجادسببدهندقرار
.شد

مفهوم شمارش و عاد کردن

ازراسیهرهرگاهمینامیم،احاطهگرمجموعهرا𝑮گرافرئوساز𝑫زیرمجموعه
.باشدمتصل𝑫عضوراسهایازیکیبهدستکمنباشد𝑫درکهگراف

مجموعه احاطه گر



احاطهگریمجموعههاییامجموعه،𝑮گرافاحاطهگرمجموعههایتمامدربین
ایاعضتعداد.مینامیممینیمماحاگرمجموعهدارند،راعضوتعدادکمترینکه

.میدهیمنمایش𝜸(𝑮)باونامیده𝑮گرافاحاطهگریعددرامجموعهایچنین

.گوییممجموعه-𝜸یک𝑮گرافازمینیمماحاطهگرمجموعهیک

مجموعه احاطه گر مینیمم

را،نباشداحاطهگردیگر،عضوهایشازهریکحذفباکهاحاطهگریمجموعه
.میگویندمینیمالاحاطهگرمجموعه

وعهمجمهربرعکس،اما،نباشدمینیمممیتواندمینیمالاحاطهگرمجموعهیک
.استمینیمالقطعامینیمماحاطهگر

مجموعه احاطه گر مینیمال

نباشد،صحیحعدداگرواست،𝒙خودبابرابر[𝒙]باشد،صحیحعددیک𝒙اگر
.است𝒙ازقبلصحیحعدد

𝒙 = ൝
𝒙, 𝒙 ∈ ℤ
𝒙 از کوچکتر صحیح عدد ,بزرگترین 𝒙 ∉ ℤ

امااست،𝒙همان𝒙باشد،صحیحعددی𝒙اگر.میگوییم𝒙عددسقف𝒙به
.استآنبعدیصحیحعدد𝒙نباشد،صحیح𝒙اگر

𝒙 = ൝
𝒙, 𝒙 ∈ ℤ
𝒙 از بزرگتر صحیح عدد ,کوچکترین 𝒙 ∉ ℤ

جزء صحیح و سقف یک عدد



.کنداحاطهراتمامهمسایههایشوخودش،راسهرگراف،هردر

𝚫میتواننددارند𝚫درجهکهرئوسیباشد،𝚫درجهبزرگتریناگر + راراس𝟏

𝒏حداقلبهباشد،راس𝒏گرافیاگروکننداحاطه

𝚫+𝟏
.نیازمندیمراس

𝒏داشتخواهیماینصورتدر

𝚫+𝟏
≥ 𝜸(𝑮)تعدادبرایپایینکرانیککه

.استمینیمماحاطهگرمجموعهاعضای

𝜸(𝑮)کران پایین مجموعه احاطه گر مینیمم 

𝜸داریمکهزمانی 𝑮 = گرافدیگررئوسهمهبهکهداردوجودراسییعنی𝟏
𝒅𝒆𝒈یعنیوصل 𝒗 = 𝒑 − 𝟏.

𝜸گرافیدر 𝑮 = 𝒑حداقلدارایگرافیعنی،𝟏 − مذکورراسواستیال𝟏
.استستارهیکبهصورت

:بااستبرابراحاطهگریعدد،𝑪𝒏و𝑷𝒏گرافهایدر
𝜸 𝑪𝒏 = 𝜸 𝑷𝒏 = 𝒏/𝟑

در گراف های متفاوت𝜸(𝑮)اندازه 

،دباشنداشتهدوردارایکههمبندیگرافبه
𝒑رابطهدرختهردر.میگوییمدرخت = 𝒒
− یکدرجهکهرئوسیبه.استبرقرار𝟏
.میگویندفرزنددارند

گراف درخت



تست

تست

تست



تست

تست

تست



تست

تست

تست



تست

تست



حل تمرین
گراف و مدل سازی

تست

تست



تست

تست

تست



تست

تست



تست

تست

تست



تست

تست

تست



تست

تست

تست







مباحثی در ترکیبیات
(شمارش)ترکیبیات 

:بااستبرابرشی𝒏جایگشتتعداد
𝒏 × 𝒏 − 𝟏 ×⋯× 𝟐 × 𝟏 = 𝒏!

:بااستبرابرمتمایزشی𝒏ازتایی𝒓هایجایگشتتعداد

𝑷 𝒏, 𝒓 = 𝒏 × 𝒏 − 𝟏 ×⋯× 𝒏 − 𝒓 + 𝟏 =
𝒏!

𝒏 − 𝒓 !

از𝒓ترکیبعضوی𝒏مجموعهعضوی𝒓هایمجموعهزیرتعداد
𝒏داریموگوییم(𝒏 ≥ 𝒓):

𝒏

𝒓
= 𝒏 × 𝒏 − 𝟏 ×⋯× 𝒏 − 𝒓 + 𝟏 /𝒓! =

𝒏!

𝒏 − 𝒓 ! 𝒓!

مرور گذشته



تست

تست

تست



𝒏کهبهطوریداریمشی𝒂𝟏اول،نوعازیکسانشیتا𝒂𝟐نوعازیکسانشی
هایجایگشتتعدادصورتایندر.استام𝒌نوعازیکسانشی𝒂𝒌و...ودوم
:بااستبرابرشی𝒏این

𝒏!

𝒂𝟏! 𝒂𝟐! …𝒂𝒌!

رارقضیه جایگشت با تک

تست

تست



تست

تست

تست



تست

𝒙𝟏معادلهنامنفیصحیحهایجوابکهداریمقصداینجادر +⋯
+ 𝒙𝒏 = 𝒌میکنیمبررسیرازیرمسئله.بیابیمرا:

چندبهدهیم،قرارمتفاوتجعبه𝟒دررایکسانتوپ𝟖میخواهیم
است؟انجامقابلکاراینحالت

𝒙𝟏 + 𝒙𝟐 +⋯+ 𝒙𝒏 = 𝒌

𝒙𝟏معادلهنامنفیصحیحهایجواب +⋯+ 𝒙𝒏 = 𝒌برابرعمومیحالتدر
:بااست

𝒌 + 𝒏 − 𝟏

𝒏 − 𝟏
=

𝒌 + 𝒏 − 𝟏 !

𝒌! 𝒏 − 𝟏 !

:بااستبرابرنیزمعادلهطبیعیهایجوابتعداد
𝒏 − 𝟏

𝒌 − 𝟏

𝒙𝟏 + 𝒙𝟐 +⋯+ 𝒙𝒏 = 𝒌



𝒙𝟏معادلهجوابهایتعداد +⋯+ 𝒙𝒏 = 𝒌باشیمداشتهکهبطوری:
𝒙𝟏 ≥ 𝒂𝟏, 𝒙𝟐 ≥ 𝒂𝟐, … , 𝒙𝒏 ≥ 𝒂𝒏

:بااستبرابرمعادلهجوابهایتعداد
𝒌 + 𝒏 − 𝟏 − 𝒂𝟏 −⋯− 𝒂𝒏

𝒏 − 𝟏

ترکیب های پرتکرار

تست

تست



تست

تست

تست



تست

لمربع لاتین و اصل شمول و عدم شمو

• (شمارش)ترکیبیات 



,𝟏,𝟐اعدادازمربعیجدولیک … ,𝒏به
𝒏مربعیکشکل × 𝒏ستونوسطرهاکه
,𝟏,𝟐عددهایباآنهای … ,𝒏باشدپرشده

عددآنستونهیچوآنسطرهیچو
.ستالاتینمربعیکباشد،نداشتهتکراری

مربع های لاتین

درایههااعدادرویجایگشتیکاعمالبا
بوجودراجدیدیلاتینمربعمیتوانیم،
.بیاوریم

یکازستوندوهریاسطردوهرتعویضبا
وجودبجدیدلاتینمربعیکنیزلاتینمربع

.میآید

مربع های لاتین



وجود𝒏مرتبهازلاتینمربع،𝒏عددهربرای
.دارد

𝒏لاتینمربعبه × 𝒏لاتینمربعیکمقابل
.میگویندچرخشی

.بسازیمرامربعاینمیتوانیم𝒏هربرای

مربع لاتین چرخشی

𝑨و𝑩مربعدو،ایننظیردرایههایدادنقرارهمکنارازهممرتبه،لاتینمربعدو
.داریمرقمیدواعدادبامرتبههمانازجدیدی

مربعهایخانهدرموجودرقمیدواعدادازهیچیکهرگاهمتعامدندمربعدوگوییم
.باشدنشدهتکرارجدید

مربع های لاتین



متعامدمربعدواینکهدادننشانبرای
دومربعدوازیکیدراستنیستند،کافی

درکهطوریبهکنیمپیدایکساندرایه
مربعدردرایهدواینبهنظیرهایجایگاه
داشتهوجودیکسانهایدرایهنیزدیگر
.باشد

مربع های لاتین متعامد

.نداردوجودمتعامدلاتینمربع𝟔و𝟐و𝟏هایمرتبهبرای
یکاعمالازحاصللاتینمربع𝑪وباشندمتعامدلاتینمربعدو𝑩و𝑨اگر

.متعامدندنیز𝑪و𝑨صورتایندرباشد،𝑩اعضایبرجایگشد

مربع های لاتین متعامد



روش ایجاد دو مربع لاتین فرد

روش ایجاد دو مربع لاتین فرد

𝒏لاتینمربعایجادبرای × 𝒏لوزیدودرشددادهنشانآنچهماننداعداد
.میکنیمترکیبهمباوکشیده

.میبریمپایینتا𝒏رامربعبالایاعدادازهرکدام1.

.میبریمبالاتا𝒏رامربعپاییناعدادازهرکدام2.

.میبریمراستبهتا𝒏راچپسمتاعدادازهرکدام3.

.میبریمچپبهتا𝒏راراستسمتاعدادازهرکدام4.



تست

تست



تست

تست



عدم)ندارندیاو(شمول)دارندخاصیویژگیهایکهاعضاییتعدادمیخواهیم
.کنیمبررسی(شمول

اینکهنه)ویژگییکدارایاعضایتعدادبررسیبهشمولعدموشمولاصل
.میپردازد(نهیاهستندچیزیشاملاعضاکدام

.میدهیمنشان|𝑨|یا𝒏(𝑨)بارا𝑨مجموعهاعضایتعداد
𝑨′ = ഥ𝑨 = 𝑺 − |𝑨|
𝑨 ∪ 𝑩 = 𝑨 + 𝑩 − 𝑨 ∩ 𝑩
𝑨 ∪ 𝑩 = 𝑨′ ∩ 𝑩′ = 𝑺 − |𝑨 ∪ 𝑩|

اصل شمول و عدم شمول

𝐀عبارتمقدار ∪ 𝐁 ∪ 𝐂بااستبرابر:
𝑨 + 𝑩 + 𝑪
− 𝑨 ∩ 𝑩 − 𝑨 ∩ 𝑪 − 𝑩 ∩ 𝑪
+|𝑨 ∩ 𝑩 ∩ 𝑪|

اصل شمول و عدم شمول

𝑼

𝑪

𝑩𝑨



𝑨𝟏 ∪ 𝑨𝟐 ∪ 𝑨𝟑 ∪⋯∪ 𝑨𝒏 =
𝒊=𝟏

𝒏

|𝑨𝒊| − 𝑨𝒊 ∩ 𝑨𝒋 +

 𝑨𝒊 + 𝑨𝒋 + 𝑨𝒌 −⋯+ −𝟏 𝒏+𝟏|𝑨𝟏 ∩⋯∩ 𝑨𝒏|

حالت کلی اصل شمول و عدم شمول

تست

تست



تست

توابع پوشا و اصل لانه کبوتری

• (شمارش)ترکیبیات 



𝐀عبارتمقدار ∪ 𝐁 ∪ 𝐂بااستبرابر:
𝑨 + 𝑩 + 𝑪
− 𝑨 ∩ 𝑩 − 𝑨 ∩ 𝑪 − 𝑩 ∩ 𝑪
+|𝑨 ∩ 𝑩 ∩ 𝑪|

اصل شمول و عدم شمول

𝑼

𝑪

𝑩𝑨

𝑨𝟏 ∪ 𝑨𝟐 ∪ 𝑨𝟑 ∪⋯∪ 𝑨𝒏 =
𝒊=𝟏

𝒏

|𝑨𝒊| − 𝑨𝒊 ∩ 𝑨𝒋 +

 𝑨𝒊 + 𝑨𝒋 + 𝑨𝒌 −⋯+ −𝟏 𝒏+𝟏|𝑨𝟏 ∩⋯∩ 𝑨𝒏|

حالت کلی اصل شمول و عدم شمول

𝑩برابر𝑩به𝑨ازتابعهاتعدادکلیحالتدر 𝑨است.

.میگوییمپوشاتابعبهباشد،شدهرسمپیکانی𝑩اعضایهمهرویاگر

𝑨باشیم،داشتهاگر < |𝑩|عضوهایبادیگر𝑨نمیتوان𝑩کاملبصورترا
.نداریمپوشاتابعوپوشاند

عضوهروشدهواردپیکانیکحداکثر𝑩عضوهایازهریکبهیکبهیکتابعدر
.است𝑨عضویکتصویرآن

توابع پوشا



بهعضوی𝒏مجموعهازپوشاتوابعمحاسبهبرای
:بااستبرابرعضوی𝟑مجموعه

𝟑𝒏 − 𝟑 × 𝟐𝒏 + 𝟑

:بااستبرابر𝑨به𝑩ازیکبهیکتوابعتعداد
𝑨 !

𝑨 − 𝑩 !

تعداد توابع پوشا

تست

تست



تست

تست

تست



𝒎وباشیمداشتهلانه𝒏وکبوتر𝒎اگر > 𝒏قرارلانههادرونکبوترهاهمهو
.اندهگرفتقرارآندرکبوتردوحداقلکهداردوجودلانهایاینصورتدربگیرند،

نفره𝟏𝟑جمعازنفردوحداقلتولدماهبودنیکسان

نفره𝟑𝟑جمعدریکسانحرفبانفردواسمشدنشروع

اصل لانه کبوتری

𝒎وباشیمداشتهلانه𝒏وکبوتر𝒎اگر > 𝒌𝒏قرارلانههادرونکبوترهاهمهو
𝒌حداقلکهداردوجودلانهایاینصورتدربگیرند، + قرارآندرکبوتر𝟏
.اندگرفته

مثبتباقیماندهاگروکنیمتقسیم𝒏بررا𝒎استکافی،𝒌آوردنبدستبرای
𝒌بالانهایباشد + .داریمکبوتر𝟏

نفره𝟐𝟓جمعازنفرسهحداقلتولدماهبودنیکسان

تاسباره𝟏𝟑پرتابدرمقادیرازتا𝟑بودنیکسان

ریتعمیم اصل لانه کبوت

تست



تست

تست

تست



تست

تست

تست



تست

حل تمرین

• (شمارش)ترکیبیات 



تست

تست

تست



تست

تست

تست



تست

تست

تست



تست

تست

تست



تست

تست

تست



تست
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