




𝟏ش آشنایی با منطق ریاضی بخ

آشنایی با مبانی ریاضیات



زباندستورنمادین،منطقیاریاضیمنطق
ردهببکارجمله‌هایوساختارهامطالعهیاریاضی،
.استریاضیدرشده

استدلال‌هادقیقبررسیبهریاضیمنطق
مشخصرااستدلالیکاعتبارومی‌پردازد
.می‌کند

منطق ریاضی

آینده،یاحاضردرحالکهاستخبریجملهگزاره
ندنمی‌تواگزاره.باشدنادرستیادرستارزشدارای

.باشدنادرستهمودرستهمهمزمان

.استتیم𝟐𝟎دارایانگلیسلیگ☑
.کنیدرعایتراکلاسنظم❌
!استشاعریعجبشاملو❌

تعریف گزاره



.ییممی‌گوگزارهارزشگزارهنادرستییادرستیبه•
مشخصکوچکحروفبامعمولاراگزاره‌ها•

.می‌کنیم
.نیستندگزارهپرسشیعاطفی،امری،جملات•
𝟐آیا❌ + میشود؟𝟖بابرابر𝟕
.هستندگزارهریاضیهایحدسهمه•
صورتبهمیتوانرا𝟐ازبزرگترزوجعددهر☑

(گلدباخحدس).نوشتاولعدددوجمعحاصل

نکته

تست



باواستمتغیرچندیایکشاملکهخبریجملههر
.ستاگزاره‌نماشودمیتبدیلگزارهبهمقادیرجایگذاری

(.بدهیمنظرنمی‌توانیمارزشبهراجع)
.دباشن...ومتغیرهدومتغیره،یکمی‌توانندنماگزاره

☑𝒂(متغیرهیکگزاره‌نمای).استفردعددی
𝟐𝒌باشد،صحیحعددی𝒌اگر❌ + .استفرد𝟏

گزاره نما

هاتنبلکهندارد،ارزشیخودخودیبهنماگزاره
آنمتغیرهایبه‌جایکهمی‌گیردارزشوقتی

.دهیمقرارمقادیری

☑𝒙𝟐 + 𝟑𝒙 + 𝟐 = 𝟎

نکته

دردباشنگزارهمی‌توانندنیزریاضیهایعبارت
ارتعب.باشیمداشتهضمنیایدامنهکهصورتی
واتحادها)هستنددرستهموارهکههایی
.هستنددرستگزاره(قضایا

☑𝒙 + 𝟏 𝟐 = 𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝟏

نکته



رمتغیجایبهتوانمیکهمقادیریمجموعهبه
نهدامشود،تبدیلگزارهبهتادادقرارنماگزاره
.میشوددادهنمایش𝑫باوبودهنماگزارهمتغیر

𝑫 → 𝑫𝒐𝒎𝒂𝒊𝒏

☑𝒑(طبیعیاعدادمجموعه).استاولعددی
☑𝒙 + 𝟏 𝟐 = (حقیقیاعدادمجموعه)𝟒

دامنه متغیر

آنهادرگزارهارزشکه𝑫عضوهایمجموعهبه
باآنراوگوییممیجوابمجموعهاست،درست

𝑺دهیممینمایش.(𝑺ازایزیرمجموعه𝑫
(.است

𝑺 → 𝑺𝒐𝒍𝒖𝒕𝒊𝒐𝒏

☑𝒑(اولاعدادمجموعه).استاولعددی
☑𝒙 + 𝟏 𝟐 = 𝟒(𝟏, − 𝟑)

مجموعه جواب



تست

.است𝑭نادرستیا𝑻درستگزارههرارزش
.مکنیمیتعریفزیرمانندراگزارهارزشجدول

جدول ارزش گزاره ها

𝒑 𝒒

د د
د ن
ن د
ن ن



متغیرسهگزارهارزش

گزاره𝒏ارزشجدول
خواهدحالت𝟐𝒏دارای
.بود

جدول ارزش گزاره ها

𝒑 𝒒 𝒓

د د د
د د ن
د ن د

د ن ن
ن د د
ن د ن
ن ن د
ن ن ن

تست



ادات)گزاره‌ایرابط‌هایوسیلهبهگزارهچندیادوترکیباز
.می‌آیندبوجودمرکبگزاره‌های،(ربط
.استخانه‌دارهمسرشوشیمیمعلموالتر☑
دورهسهبرندهپله.استبسکتبالیستجیمزلبرون❌
.استجهانیجام

ترکیب گزاره ها

بهنقیض.میدهیمنشان𝒑~صورتبهرا𝒑گزارهنقیض
.میخوانیم«𝒑کهنیستچنین»صورت
.نیستپذیربخش𝟐بر𝟏𝟏

.نباشدپذیربخش𝟐بر𝟏𝟏کهنیستچنین
.استپذیربخش𝟐بر𝟏𝟏

نقیض گزاره

𝒑 ~𝒑

د ن
ن د



داشتهیکسانیارزشهموارهگزارهدواگر
هدف.اندمنطقیارزهمدواینگوییمباشند،
.استهاگزارهارزیهمکردنمشخصمااصلی
𝒑:باشندمنطقیارزهمگزارهدواگر ≡ 𝒒

☑𝒑 ≡ ~(~𝒑)

نکته

𝒑 ~𝒑 ~(~𝒑)

د ن د
ن د ن

.گویندگزارهدوفصلیترکیبرا«𝒒یا𝒑»مرکبگزارهاگر
𝒑بارافصلیترکیب ∨ 𝒒گوییمفاصل∨بهودادهنشان.

.رونالدویامی‌بردمسییاراطلاتوپ☑
.اندیکسان‌آنارقامتمامواولعدد𝟏𝟏❌

ترکیب فصلی



اقلحدکهاستدرستصورتیدرفصلیترکیب
.باشنددرستآنهایگزارهازیکی
اینپشیجویاپاچینوآلیادنیرورابرت☑

.می‌کندبازیرانقش
اشدبدرستفصلیترکیبهایگزارهازیکیاگر
.نیستمواردبقیهبررسیبهنیاز

نکته

.گویندگزارهدوعطفیترکیبرا«𝒒و𝒑»مرکبگزارهاگر
𝒑باراعطفیترکیب ∧ 𝒒گوییمعاطف∧بهودادهنشان.

.گفتدروغواتسونومایکرافتبهشرلوک☑
.𝟏𝟒یااستاولعدد𝟏𝟑یا❌

ترکیب عطفی



هایگزارهازیکیکهاستغلطصورتیدرعطفیترکیب
.باشندنادرستآن
.استاولعدد𝟒وپذیربخش𝟐𝟑بر𝟑𝟗𝟐𝟏❌
هبنیازباشدغلطعطفیترکیبهایگزارهازیکیاگر

.نیستمواردبقیهبررسی

نکته

یترکیب فصلی و عطف

𝒑 𝒒 𝒑 ∨ 𝒒 ~𝒑 ∨ 𝒒 𝒑 ∧ 𝒒 ~𝒑 ∧ 𝒒

د د د د د ن
د ن د ن ن ن
ن د د د ن د
ن ن ن د ن ن

درستهاردیفازیکیدرتنهاعطفیترکیب
غلطهاردیفازیکیدرتنهافصلیترکیب



تست

تست



اساسیقوانین
𝒑 ∨ 𝑻 ≡ 𝑻
𝒑 ∨ 𝑭 ≡ 𝒑
𝒑 ∧ 𝑭 ≡ 𝑭
𝒑 ∧ 𝑻 ≡ 𝒑
~ ~𝒑 ≡ 𝒑

هم ارزی های اصلی

یک‌درست𝒑~و‌𝒑از‌
𝒑 ∧ ~𝒑 ≡ 𝑭
𝒑 ∨ ~𝒑 ≡ 𝑻

جابجاییقوانین
𝒑 ∨ 𝒒 ≡ 𝒒 ∨ 𝒑
𝒑 ∧ 𝒒 ≡ 𝒒 ∧ 𝒑

تست



تست



𝟐ش آشنایی با منطق ریاضی بخ

آشنایی با مبانی ریاضیات

پذیریشرکتقوانین
𝒑 ∧ 𝒒 ∧ 𝒓 ≡ 𝒑 ∧ (𝒒 ∧ 𝒓)
𝒑 ∨ 𝒒 ∨ 𝒓 ≡ 𝒑 ∨ (𝒒 ∨ 𝒓)

(پخشی)پذیریتوزیعقوانین
𝒑 ∨ 𝒒 ∧ 𝒓 ≡ 𝒑 ∨ 𝒒 ∧ (𝒑 ∨ 𝒓)
𝒑 ∧ 𝒒 ∨ 𝒓 ≡ 𝒑 ∧ 𝒒 ∨ (𝒑 ∧ 𝒓)

هم ارزی های اصلی



𝒑اثبات پخشی  ∨ 𝒒 ∧ 𝒓 ≡ 𝒑 ∨ 𝒒 ∧ (𝒑 ∨ 𝒒)

𝒑 𝒒 𝒓 𝒑 ∨ (𝒒 ∧ 𝒓) 𝒑 ∨ 𝒒 ∧ (𝒑 ∨ 𝒓)

د د د

د د ن

د ن د

د ن ن

ن د د

ن د ن

ن ن د

ن ن ن

دمورگانقوانین
~ 𝒑 ∨ 𝒒 ≡ ~𝒑 ∧ (~𝒒)
~ 𝒑 ∧ 𝒒 ≡ ~𝒑 ∨ (~𝒒)

جذبقوانین
𝒑 ∨ 𝒑 ∧ 𝒒 ≡ 𝒑
𝒑 ∧ 𝒑 ∨ 𝒒 ≡ 𝒑

هم ارزی های اصلی



تست

تست

تست



𝒑»گزارهباشند،گزارهدو𝒒و𝒑هرگاه ⟹ 𝒒»اگر»بصورتکه
𝒑آنگاه𝒒»یبترکایندر.می‌گوییمگزارهدوشرطیترکیبرا

.می‌نامیم(حکم)تالیرا𝒒و(فرض)مقدمرا𝒑شرطی
.هستنیزراسدوستباشد،چندلردوستجوییاگر☑

ترکیب شرطی

گزارهارزشآنگاهباشد،نادرست𝒑ارزشهرگاه
.استدرستمقدمانتفایبههموارهمرکب

ترکیب شرطی

𝒑 𝒒 𝒑 ⟹ 𝒒 ~𝒑 ∨ 𝒒 ~(𝒑 ⟹ 𝒒) 𝒑 ∧ ~𝒒

د د د ن
د ن ن د
ن د د ن
ن ن د ن



⟹𝒒~گزاره ~𝒑شرطیترکیبنقیضعکس
𝒑 ⟹ 𝒒 ≡ ~𝒑 ∨ 𝒒 ≡ 𝒒 ∨ ~𝒑 ≡ ~𝒒 ⟹ ~𝒑

عکس نقیض گزاره شرطی

𝒑 ~𝒑 𝒒 ~𝒒 𝒑⟹ 𝒒 ~𝒒 ⟹ ~𝒑

د ن د ن د
د ن ن د ن
ن د د ن د
ن د ن د د

تست



تست

𝒒گزاره ⟹ 𝒑گزارهعکس𝒑 ⟹ 𝒒است.
:درستشرطیگزاره
𝒑کافیشرط𝒒

𝒒لازمشرط𝒑

شرط لازم و کافی

𝒑 𝒒 𝒑 ⟹ 𝒒

د د د
د ن ن
ن د د
ن ن د



.کنیداثباترازیرهایگزاره:𝟏𝟏صفحهتمرین
𝒑عاطفحذف ∧ 𝒒 ⟹ 𝒑 ≡ 𝑻

𝒑فاصلادخال ⟹ 𝒑 ∨ 𝒒 ≡ 𝑻

.ارزندهمزیرگزارهدو:𝟏𝟕صفحهتمرین
𝒑 ⟹ 𝒒⟹ 𝒓 ≡ 𝒑 ∧ 𝒒 ⟹ 𝒓

هنکت

.هستنددرستهموارههاگزارهازتعدادی
☑𝒑 ∨ ~𝒑درستهمیشهگزاره

.هستندنادرستهموارهنیزهاگزارهازتعدادی
❌𝒑 ∧ (~𝒑)نادرستهمیشهگزاره

نکته



.کرداثباتآنرانقیضعکسمیتوانشرطیعبارتیکاثباتبرای
𝒑 ⟹ 𝒒 ≡ ~𝒒⟹ ~𝒑

𝒂اگر☑ ∈ 𝒁و𝒂𝟐باشد،فردعددی𝒂استفرد.

ترکیب شرطی

تست



𝒑)مرکبگزارهبهباشیم،داشتهرا𝒒و𝒑گزارهدوهرگاه
⟹ 𝒒﷯ ∧ 𝒒 ⟹ 𝒑مانندراآنصورتکه𝒑 ⇔ 𝒒

.می‌نامیم𝒒و𝒑شرطیدوترکیبمی‌نویسیم
«برعکسو𝒒آنگاه،𝒑اگر»

.استاولعدد𝟔⇔نیستاولعدد𝟗𝟗☑

ترکیب دو شرطی

𝒑 𝒒 𝒑 ⟹ 𝒒 𝒒⟹ 𝒑 𝒑 ⇔ 𝒒

د د د د د
د ن ن د ن
ن د د ن ن
ن ن د د د

ترکیب دو شرطی

𝒑 ⟹ 𝒒 ∧ 𝒒 ⟹ 𝒑 ≡ 𝒑 ⇔ 𝒒



~ 𝒑 ⇔ 𝒒 ≡ 𝒑 ⇔ ~𝒒 ≡ ~𝒑 ⇔ 𝒒
𝒑 ⇔ 𝒒 ≡ ~𝒑 ⇔ ~𝒒

نکته

𝒑 𝒒 𝒑 ⇔ 𝒒 ~𝒑 ~𝒒 ~𝒑 ⇔ ~𝒒

د د د
د ن ن
ن د د
ن ن د

تست



𝑬زوجاعداد

𝑶فرداعداد

𝑷فرداعداد

𝑵طبیعیاعداد

𝑾حسابیاعداد

𝒁صحیحاعداد

مجموعه اعداد

سوربه«مقادیربعضیازایبه»و«هرازایبه»هایعبارت
قرارگزاره‌نماقبلعباراتاینکهصورتیدر.اندمعروف
.کنندمیایجادنادرستیادرستارزشباگزارهگیرند،
☑𝒙استگردایمیوههر⇐.استگردایمیوه.
بازیگرانبعضی‌⇐.استگرفتهراکنجایزه𝒚بازیگر☑

.اندگرفتهراکنجایزه

سورها



استفاده∀نماداز«مقادیرجمیعازایبه»و«هرازایبه»جایبه
.می‌گوییمعمومیسورآنبهوکرده

.نوشت𝟐𝒌بصورتتوانمیرازوجعددهر☑
∀𝒂 ∈ 𝑬; 𝒂 = 𝟐𝒌 𝒌 ∈ 𝒁

سور عمومی

ردمتغیردامنهازعضوهرکهاستدرستهنگامیعمومیسور
تهنداشنقضیمثالهیچدیگرعبارتبهکند،صدقنماگزاره
.باشد

☑∀𝐱 ∈ ℝ; 𝒙 𝟐 = −𝒙 𝟐

❌∀𝐱 ∈ ℝ; 𝐭𝐚𝐧 𝐱 × 𝐜𝐨𝐭 𝐱 = 𝟏

سور عمومی



استفاده∃نماداز«مقادیربعضیازایبه»و«داردوجود»جایبه
.گوییممیوجودیسوروکرده
.استاولعددفرد،اعدادازبعضی☑

∃𝒂 ∈ 𝑶; 𝒂 ∈ 𝑷
.نباشدتهیجوابمجموعهکهدرستوقتیسوراین
☑∃𝐱 ∈ ℕ; 𝐱 + 𝟏 𝟐 = 𝟒
❌∀𝐱 ∈ ℚ;𝟐𝒙𝟐 = −𝟑

سور وجودی

ارزیرگزارهبایدعمومیسورگزارهنقیضکردنپیدابرای
.آوریمبدست

~ ∀𝒙;𝑷 𝒙 ≡ ∃𝒙;~𝑷(𝒙)

☑~ ∀𝒙 ∈ 𝑨; 𝒙 + 𝟐 ≤ 𝟗 ≡ (∃𝒙 ∈ 𝑨; 𝒙 + 𝟐 > 𝟗)

نقیض گزاره عمومی



.وریمآبدسترازیرگزارهبایدوجودیسورگزارهنقیضکردنپیدابرای
~ ∃𝒙;𝑷 𝒙 ≡ ∀𝒙;~𝑷(𝒙)

~روبروعبارت☑ ∃𝒙 ∈ 𝑨; 𝒙 + 𝟐 𝟐 ≤ 𝟒

𝒙∀بااستمعادل ∈ 𝑨; 𝒙 + 𝟐 𝟐 > 𝟒

نقیض گزاره وجودی

تست

تست



زیرمجموعه-مجموعه 
آشنایی با مبانی ریاضیات

ودانشدهمشخصمعینکاملبصورتکهمتمایزاشیاازدستهیک
.استذکرقابل

𝟑برپذیربخشرقمیدواعداد☑

تاریخبرترفیزیکدانده❌

تعریف مجموعه



,𝑨,𝑩,𝑪بزرگحروفباهامجموعهنمایش• …

.تاثیرندبیاعضاتکراروترتیب•

𝒏(𝑪)بصورتمجموعههایعضوتعداد•

𝒂باعضویت• ∈ 𝑨باعضویتعدمو𝒃 ∉ 𝑩

𝑨 = 𝟏,𝟐,𝟑,𝟒,𝟓

نکته

.داریمهامجموعهنمایشبرایمعمولراهسه

:آنتعریفازاستفاده1.
𝟔ازکوچکترطبیعیاعدادمجموعه

𝑨اعضاکردنمشخص2. = {𝟏,𝟐,𝟑,𝟒,𝟓}

مشترکویژگیازاستفادهباتعریفضابطه3.
𝑨 = {𝒙 ∈ ℕ|𝒙 < 𝟓}

نمایش مجموعه ها

𝑨 = 𝒙 ∈ 𝑼 𝑷 𝒙 ≡ 𝑻

.داردوجودمجموعههردرمرجعیمجموعه

𝑩 = {𝟐𝒙 − 𝟏|𝒙 ∈ 𝟏, 𝟐, 𝟑 }

راآنخودمانونشدهمشخصعبارتتوسطمواردبعضیدرمرجعمجموعه
.می‌کنیممشخص

نکته



,𝑷𝒓𝒊𝒎𝒆شاملℕطبیعی 𝑶𝒅𝒅, 𝑬𝒗𝒆𝒏

𝕎حسابی

ℤصحیح

(𝟎بربجز)ℚگویا

′ℚگنگ

ℝحقیقی

نکته

.گوییم𝑨زیرمجموعهباشند،𝑨درآناعضاتمامیکهمجموعههربه

𝒏اگر 𝑨 = 𝑵𝟐تعداد𝑵داریممجموعهزیر.

𝟐𝑵−𝒂−𝒃عضو𝒃فاقدوعضو𝒂شاملهایزیرمجموعه

بامساویغیرکهگوییمهایمجموعهزیربهسَرههایمجموعهزیر
.استمجموعهخود

𝑨 ⊆ 𝑩 ∧ 𝑨 ≠ 𝑩

مجموعهخودزیرمجموعه𝟏وتهیزیرمجموعه𝟏

نکته



تست

تست

∅.گوییمتهیراعضوبدونمجموعه 𝒐𝒓 {}

.استعضویتکمجموعهیک{∅}مجموعه

باراآنومی‌گوییم𝑨توانیمجموعه،𝑨هایزیرمجموعههمهمجموعهبه
𝑷(𝑨)می‌دهیمنمایش.

𝒏 𝑨 = 𝑵 ⇒ 𝒏 𝑷 𝑨 = 𝟐𝑵

𝑨توانیمجموعه = {𝒂, 𝒂 .بنویسیدرا{∅,

نکته



تست

عضوی𝒏مجموعهعضوی𝒓هایمجموعهزیرتعداد
𝒏

𝒓
=

𝒏!

𝒓! 𝒏 − 𝒓 !

.است𝒏برابرعضویتکهایمجموعهزیرتعداد

نکته

𝑨مجموعه ≠ ,𝑨𝟏هایمجموعهزیرو∅ … ,𝑨𝒏داریمراآناز.
,𝑨𝟏زیرمجموعه𝒏به𝑨مجموعه … ,𝑨𝒏هرگاهاست،شدهافراز:

𝑰)∀𝟏 ≤ 𝒊 ≤ 𝒏; 𝑨𝒊 ≠ ∅
𝑰𝑰)∀𝒊, 𝒋 𝒊 ≠ 𝒋; 𝑨𝒊 ∩ 𝑨𝒋 = ∅

𝑰𝑰𝑰)𝑨𝟏 ∪ 𝑨𝟐 ∪⋯∪ 𝑨𝒏 =ራ
𝒊=𝟏

𝒏

𝑨𝒊 = 𝑨

افراز یک مجموعه



تست

تست

وبوده𝑩زیرمجموعه𝑨باشد،𝑩ازعضوی𝑨عضوهراگر
𝑨:می‌نویسیم ⊆ 𝑩

تعریف زیر مجموعه به کمک نماد ریاضی

𝑨 ⊆ 𝑩 ⇔ ∀𝒙: 𝒙 ∈ 𝑨 ⟹ 𝒙 ∈ 𝑩
𝑨 ⊈ 𝑩 ⇔ ∃𝒙: (𝒙 ∈ 𝑨 ∧ 𝒙 ∉ 𝑩)



𝑨کنیمثابتبخواهیماگر ⊆ 𝑩اعضایو𝑨و𝑩نباشند،دسترسدر
درکنیمثابتوکنیمفرضرا𝒙مانند𝑨ازدلخواهعضویمی‌توانیم

𝑩است.
𝑨 ⊆ 𝑩 ∧ 𝑩 ⊆ 𝑪 ⇒ (𝑨 ⊆ 𝑪)
∀𝑨 ⊆ 𝑼; ∅ ⊆ 𝑨

عضوگیری دلخواه

بهمتعلقکهاست𝑼ازاعضاییمجموعهبابرابر𝑨مجموعهمتمم
.می‌دهیمنمایش′𝑨باراآنونباشند𝑨مجموعه

𝑨′ = {𝒙 ∈ 𝑼|𝒙 ∉ 𝑨}

:دهیدنشانبالاتعریفازاستفادهبا
𝑨 ⊆ 𝑩 ⇒ 𝑩′ ⊆ 𝑨′

متمم یک مجموعه

غیردرومتناهیباشدحسابیعددی𝒏(𝑨)کهایمجموعه
.استنامتناهیاینصورت

𝑨متناهیمجموعهدوازیکی ∩ 𝑩متناهی

𝑨نامتناهیمجموعهدوازیکی ∪ 𝑩نامتناهی

مجموعه متناهی و نامتناهی



𝑨شرایط متمم 

نامتناهی 𝑼
𝑨متناهی

𝑨نامتناهی

متناهی 𝑼
𝑨متناهی

نامتناهی 𝑨

هر).باشندهممثلکاملا𝑩و𝑨اگراندمساویمجموعهدو
(.باشددیگریدریکیعضو

𝑨 = 𝑩 ⇔ 𝑨 ⊆ 𝑩 ∧ (𝑩 ⊆ 𝑨)

دو مجموعه مساوی



تست

تست



قوانین و اعمال بین مجموعه ها

اتآشنایی با مبانی ریاضی

𝑨 ∪ 𝑩 = 𝒙 𝒙 ∈ 𝑨 ∨ 𝒙 ∈ 𝑩

ራ

𝒊=𝟏

𝒏

𝑨𝒊 = 𝑨𝟏 ∪⋯∪ 𝑨𝒏

𝑨 ∩ 𝑩 = {𝒙|𝒙 ∈ 𝑨 ∧ 𝒙 ∈ 𝑩}

ሩ

𝒊=𝟏

𝒏

𝑨𝒊 = 𝑨𝟏 ∩⋯∩ 𝑨𝒏

اعمال مجموعه ها



𝑨 − 𝑩 = 𝒙 𝒙 ∈ 𝑨 ∧ 𝒙 ∉ 𝑩

(دلتا)متقارنتفاضل
𝑨𝚫𝐁 = 𝐀− 𝐁 ∪ (𝑩 − 𝑨)

اعمال مجموعه ها

𝑨′ = {𝒙 ∈ 𝑼|𝒙 ∉ 𝑨}

اساسیقوانین

اعمال مجموعه ها

𝑨 ∪ 𝑨′ = 𝑼
𝑨 ∩ 𝑨′ = ∅
𝑨′ ′ = 𝑨
∅′ = 𝑼
𝑼′ = ∅



𝑨مجموعه − 𝑩′ ∩ (𝑪′ ∩ 𝑨)دهیدنشانرا.

روش شماره گذاری ناحیه ها

𝑼

𝑪

𝑩𝑨

تست



تست

تست



(𝑨 ∩ 𝑩) ⊆ (𝑨 ∪ 𝑩)
𝑨 ∩ 𝑩 ⊆ 𝑩
𝑨 ⊆ (𝑨 ∪ 𝑩)

𝑨 ⊆ 𝑩 ⇔ 𝑨 ∩ 𝑩 = 𝑨
𝑨 ⊆ 𝑩 ⇔ 𝑨 ∪ 𝑩 = 𝑩
𝑨 ⊆ 𝑩 ⇔ 𝑨− 𝑩 = ∅

قوانین اساسی

𝑼
𝑩𝑨

𝑨
𝑩

𝑩 − 𝑨 = 𝑩
𝑨 − 𝑩 = 𝑨
𝑩 ⊆ 𝑨′

𝑨 ⊆ 𝑩′
𝑨 − 𝑨′ = 𝑨
𝑨′ − 𝑨 = 𝑨′

مجموعه های جدا از هم

𝑼
𝑩𝑨



൝
𝑨 ⊆ 𝑩
𝑪 ⊆ 𝑫

⇒ ቊ
𝑨 ∪ 𝑪 ⊆ 𝑩 ∪ 𝑫
𝑨 ∩ 𝑪 ⊆ 𝑩 ∩ 𝑫

൝
𝑨 ⊆ 𝑩
𝑪 ⊆ 𝑪

⇒ ቊ
𝑨 ∪ 𝑪 ⊆ 𝑩 ∪ 𝑪
𝑨 ∩ 𝑪 ⊆ 𝑩 ∩ 𝑪

𝑩 ⊆ 𝑨 ∧ 𝑩 ⊆ 𝑨′ ⇒ ⋯
𝑩 ∩ 𝑩 ⊆ 𝑨 ∩ 𝑨′ ⇒ 𝑩 = ∅
𝑨 ⊆ 𝑩 ∧ 𝑨′ ⊆ 𝑩 ⇒ ⋯
𝑨 ∪ 𝑨′ ⊆ 𝑩 ∪ 𝑩 ⇒ 𝑩 = 𝑼

قوانین مجموعه ها

𝑨 ∩ 𝑩 ∩ 𝑪 = 𝑨 ∩ 𝑩 ∩ 𝑪 = 𝑨 ∩ 𝑪 ∩ 𝑩
𝑨 ∪ 𝑩 ∪ 𝑪 = 𝑨 ∪ 𝑩 ∪ 𝑪 = 𝑨 ∪ 𝑪 ∪ 𝑩
𝑨 ∪ 𝑩 = 𝑩 ∪ 𝑨
𝑨 ∩ 𝑩 = 𝑩 ∩ 𝑨

خاصیت جابجایی و شرکت پذیری

𝑼

𝑪

𝑩𝑨



𝑨 ∪ 𝑩 ∩ 𝑪 = 𝑨 ∪ 𝑩 ∩ 𝑨 ∪ 𝑪
𝑨 ∩ 𝑩 ∪ 𝑪 = 𝑨 ∩ 𝑩 ∪ (𝑨 ∩ 𝑪)

.عکس‌پخشی‌فاکتورگیری‌است

(پخشی)خاصیت توزیع پذیری 

𝑼

𝑪

𝑩𝑨

قوانین‌دمورگان
𝑨 ∩ 𝑩 ′ = 𝑨′ ∪ 𝑩′

𝑨 ∪ 𝑩 ′ = 𝑨′ ∩ 𝑩′

(همپوشانی)قوانین‌جذب‌
𝑨 ∪ 𝑨 ∩ 𝑩 = 𝑨
𝑨 ∩ 𝑨 ∪ 𝑩 = 𝑨

تبدیل‌تفاضل‌به‌اشتراک
𝑨 − 𝑩 = 𝑨 ∩ 𝑩′

خاصیت دمورگان و جذب

𝑼
𝑩𝑨



برابری‌دو‌مجموعه
𝑨 ∪ 𝑩 = 𝑨 ∩ 𝑩 ⇒ 𝑨 = 𝑩

ቄ
𝑨 ∪ 𝑪 = 𝑩 ∪ 𝑪
𝑨 ∩ 𝑪 = 𝑩 ∩ 𝑪

⇒ 𝑨 = 𝑩

جبر مجموعه ها

𝑼

𝑪

𝑩𝑨

𝒏 𝑨′ = 𝒏 𝑼 − 𝒏 𝑨
𝒏 𝑨 − 𝑩 = 𝒏 𝑨 − 𝒏 𝑨 ∩ 𝑩
𝒏 𝑨 ∪ 𝑩 = 𝒏 𝑨 + 𝒏 𝑩 − 𝒏 𝑨 ∩ 𝑩
𝒏 𝑨′ ∩ 𝑩′ = 𝒏 𝑼 − 𝒏(𝑨 ∪ 𝑩)

تعداد اعضای مجموعه

𝑼
𝑩𝑨



تست

تست

آنهابرایاگرکهمی‌دهندزوجیکتشکیل،𝒚و𝒙مانندشیئیدوهر
نمایش(𝒙,𝒚)باومی‌گوییممرتبزوجآنبهباشیمقائلترتیب

.می‌دهیم

ቄ
𝒙 = 𝒂
𝒚 = 𝒃 ⇔ 𝒙, 𝒚 = (𝒂, 𝒃)

𝒂,𝒃یک‌مجموعه‌دو‌عضوی‌است.

زوج مرتب



𝑨دکارتیحاصل‌ضربباشند،دلخواهمجموعهدو𝑩و𝑨اگر × 𝑩زوج
:است𝑩ازدوممولفهو𝑨ازاولمولفهکهاستهاییمرتب

𝑨 × 𝑩 = 𝒙, 𝒚 (𝒙 ∈ 𝑨) ∧ (𝒚 ∈ 𝑩)

𝑨 = 𝟏, 𝟐
𝑩 = 𝟑, 𝟔
𝑨 × 𝑩 = { 𝟏, 𝟑 , 𝟏, 𝟔 , 𝟐, 𝟑 , 𝟐, 𝟔 }

ضرب دکارتی بین دو مجموعه

𝑨باشیم،داشتهعضوی𝒎وعضوی𝒏مجموعهدواگر × 𝑩از𝒏𝒎
.استشدهتشکیل(نقطه)مرتبزوج

نمودار ضرب دکارتی

𝑨 = −𝟏, 𝟏, 𝟐
𝑩 = {−𝟐, 𝟎, 𝟒}



𝑨باشد،عضوی𝒎مجموعهیک𝑩وبازهیک𝑨اگر × 𝑩
.استشده‌تشکیلافقیپاره‌خط𝒎از

نمودار ضرب دکارتی

𝑨 = (𝟏, 𝟒]
𝑩 = {−𝟑, 𝟏, 𝟐}

𝑩باشد،عضوی𝒎مجموعهیک𝑩وبازهیک𝑨اگر × 𝑨از𝒎پاره‌خط
.استشده‌تشکیلعمودی

نمودار ضرب دکارتی

𝑨 = {−𝟑, 𝟏, 𝟐}
𝑩 = (𝟏, 𝟒]



تهبسانتهایاگر.استسطحیکمانمودارباشند،بازهدوهر𝑩و𝑨اگر
.داریمخط‌چیناضلاعدرباشد،بازاگروممتدخط

نمودار ضرب دکارتی

𝑨 = (𝟏, 𝟒]
𝑩 = [−𝟐, 𝟐)



𝑨کلیحالتدر × 𝑩و𝑩 × 𝑨دارندتفاوت:
𝑨 = −𝟏 ,𝑩 = {−𝟐}
𝑨 × 𝑩 = −𝟏, 𝟐 , 𝑩 × 𝑨 = { 𝟐,−𝟏 }

𝑨عضوهایتعداد × 𝑩بااستبرابر:
𝒏 𝑨 × 𝑩 = 𝒏 𝑨 × 𝒏(𝑩)
𝒏 𝑨 × 𝑩 = 𝒏(𝑩 × 𝑨)

:استزیربصورتخودشدر𝑨ضرب
𝑨 × 𝑨 = 𝑨𝟐

قضایای ضرب دکارتی

𝑨 × ∅ = ∅ × 𝑩 = ∅
𝒏 𝑨 × ∅ = 𝒏 ∅ × 𝑩 = 𝟎

:داریمدکارتیضربدوبرابریدر
𝑨 × 𝑩 = 𝑩 × 𝑨 ⇒ ⋯
𝑨 = ∅ ∨ 𝑩 = ∅ ∨ (𝑨 = 𝑩)

𝑨 × 𝑩 ∩ 𝑪 × 𝑫 = 𝑨 ∩ 𝑪 × 𝑩 ∩ 𝑫
𝑨 × 𝑩 ∩ 𝑩 × 𝑨 = 𝑨 ∩ 𝑩 × (𝑩 ∩ 𝑨)

قضایای ضرب دکارتی



تست

:دارندپخشیخاصیتدکارتیضربرویاعمال
𝑨 × 𝑩 ∪ 𝑪 = 𝑨 × 𝑩 ∪ 𝑨 × 𝑪
𝑨 × 𝑩 ∩ 𝑪 = 𝑨 × 𝑩 ∩ 𝑨 × 𝑪
𝑨 × 𝑩 − 𝑪 = 𝑨 × 𝑩 − (𝑨 × 𝑪)

:(استبرقرارعملیاتسههربرایاولرابطه)کنیددقتنیززیرروابطبه
𝑩 ∪ 𝑪 × 𝑨 = 𝑩 × 𝑨 ∪ 𝑪 × 𝑨
𝑩 ∪ 𝑪 × 𝑨 ≠ 𝑨 × 𝑩 ∪ 𝑪
𝑨 × 𝑩 ∪ 𝑪 × 𝑨 ≠ 𝑨 × (𝑩 ∪ 𝑪)

قضایای ضرب دکارتی

تست



حل تمرین
آشنایی با مبانی ریاضیات

تست

تست



تست

تست

تست



تست

تست

تست



تست

تست

تست



تست

تست

تست



تست







حل تمرین
آشنایی با مبانی ریاضیات

تست

تست



تست

تست

تست



تست

تست

تست



تست

تست

تست



تست

تست

تست

تست







یادآوری شمارش و مبانی احتمال

احتمال

اولروشبرایکهطوریبهداد،انجاممجزاروش𝒌بهبتوانراکاریاگر
𝒌𝟏دومروش،برای𝒌𝟐،...،روشبرایو𝒏ام𝒌𝒏باشد،داشتهوجودراه
𝒌𝟏کاراینانجامبرایمجموعدر +⋯+ 𝒌𝒏داریمراه.

اصل جمع

تهران

لندن

پکن

تورنتو

𝟑
𝟐

𝟓



همازمراحلوباشدداشتهمرحله𝒌بهبتوانراکاریاگر
،برای𝒌𝟏اولمرحلهبرایکهطوریبهباشند،مستقل
وجودراه𝒌𝒏ام𝒏مرحلهبرایو،...،𝒌𝟐دوممرحله
𝒌𝟏کاراینانجامبرایمجموعدرباشد،داشته ×⋯
× 𝒌𝒏داریمراه.

اصل ضرب

تهران دبیبارسلون 𝟑نیویورک 𝟐 𝟓

یکهم،کنارآن‌هاازچینشیهرباشیم،داشتهمتمایزشیچنداگر
.می‌نامیماشیاآنازجایگشت

:بااستبرابرشی𝒏جایگشتتعداد
𝒏 × 𝒏 − 𝟏 ×⋯× 𝟐 × 𝟏 = 𝒏!

.داریمحالت!𝒏!/𝒓باشدآنهاازتا𝒓بینخاصیترتیباگر
𝑨 = 𝑪𝒉𝒂𝒏𝒅𝒍𝒆𝒓,𝑴𝒐𝒏𝒊𝒄𝒂,𝑹𝒐𝒔𝒔
𝑪,𝑴,𝑹
𝑪, 𝑹,𝑴
𝑴, 𝑪, 𝑹

جایگشت

𝑴,𝑹, 𝑪
𝑹, 𝑪,𝑴
𝑹,𝑴, 𝑪



تعدادهمانیعنی)متمایزشی𝒏ازتایی𝒓هایجایگشتتعداد
نگرفتقرارترتیبکهمتمایزشی𝒏میانازشی𝒓هایانتخاب

𝒏)بااستبرابروگوییم𝒏از𝒓ترتیبباشدمهمآندر ≥ 𝒓):
𝑷 𝒏, 𝒓 = 𝒏 𝒓 = 𝑷𝒓

𝒏

𝒏 × 𝒏 − 𝟏 ×⋯× 𝒏 − 𝒓 + 𝟏 =
𝒏!

𝒏 − 𝒓 !

.کردانتخابرانفره𝟒تیمیکباندروازهوکاپیتانمی‌توانحالت𝟏𝟐

ترتیب

ترتیبآندرکهمتمایزشی𝒏ازشی𝒓هایانتخابتعداد
𝒓هایمجموعهزیرعبارتیبه)باشدنداشتهاهمیتانتخاب،
𝒏)داریموگوییم𝒏از𝒓ترکیبعضوی𝒏مجموعهعضوی
≥ 𝒓):

𝑪 𝒏, 𝒓 =
𝒏

𝒓
= 𝑪𝒓

𝒏

𝒏 × 𝒏 − 𝟏 ×⋯× 𝒏 − 𝒓 + 𝟏 /𝒓! =
𝒏!

𝒏 − 𝒓 ! 𝒓!

.کردانتخابرانفره𝟔تیمیکبازیکندومی‌توانحالت𝟏𝟓

ترکیب



𝒏

𝒓
=

𝒏

𝒏 − 𝒓
𝒏

𝟎
=

𝒏

𝒏
= 𝟏,

𝒏

𝟏
=

𝒏

𝒏 − 𝟏
= 𝒏

𝒏

𝟐
=

𝒏

𝒏 − 𝟐
=
𝒏 𝒏 − 𝟏

𝟐
𝒏

𝟑
=
𝒏 𝒏 − 𝟏 𝒏 − 𝟐

𝟔

ترکیب های پرتکرار

تعریف احتمال و آمار

احتمال

آمار

هجامعیکازنامعلومنمونهیکبررسی
معلوم

هنمونازکمکبانامعلومجامعهشناخت
شدهآوریجمع

نمی‌توانآندادنرخازقبلرامشاهدهیاآننتیجهکهآزمایشییاپدیدهبه
.می‌گویندتصادفیهایپدیدهنمود،مشخص

لاتاریدرشدنبرنده☑

آن(𝑺)نمونهفضاینیز،تصادفیپدیدهممکنهاینتیجههمهمجموعهبه
.می‌گویند

پدیده تصادفی



.می‌گویند«برآمد»رانمونهفضایعضوهر

.گوییم«پیشامد»یکنمونهفضایاززیرمجموعههربر

پیشامداحتمالآوردنبدستهدفمعمولا
𝑨 = {𝟏, 𝟐, 𝟑, 𝟒, 𝟓, 𝟔}
𝑩 = {𝟐, 𝟒, 𝟔}

𝑩ازپیشامدیاینجادر𝑨است.

برآمد و پیشامد

وباشیمداشتهراآناز𝑨پیشامدوآزمایشیک𝑺نمونهفضایاگر
شانسهمنمونهفضای)باشدیکسانبرآمدهاهمهدادنرخاحتمال
:بااستبرابر𝑨پیشامددادنرخاحتمال،(باشد

𝑷 𝑨 =
𝒏 𝑨

𝒏 𝑺

سفریکیبه𝑨𝟐𝟑𝟒تا𝑨𝟏هایکهکشانبینازبهریکاینکهاحتمال
است؟چقدرکند،

پیشامد هم شانس

تست



تست

نمونهفضاهایباآزمایش𝒏ازمتشکلآزمایشکهصورتیدر
𝑺𝟏, … ,𝑺𝒏،آزمایشایننمونهفضایباشد𝑺𝟏 × 𝑺𝟐 ×⋯

× 𝑺𝒏می‌باشد.
𝟐𝟎𝟐𝟏سالاسکاربرندهبازیگران☑

𝑺𝑩𝑨𝒄𝒕𝒐𝒓 × 𝑺𝑩𝑨𝒄𝒕𝒓𝒆𝒔𝒔 × 𝑺𝑩𝑺𝑨𝒄𝒕𝒐𝒓 × 𝑺𝑩𝑺𝑨𝒄𝒕𝒓𝒆𝒔𝒔

𝒏 𝑺 = 𝒏 𝑺𝟏 × 𝒏 𝑺𝟐 ×⋯× 𝒏 𝑺𝒏

هتشخیص فضای نمون

تست



𝑷احتمالکه𝑨پیشامدهربرای 𝑨ازاندعبارتاحتمالاصولداردرا:
𝟏. 𝑷 𝑨 ∈ 𝟎, 𝟏
𝟐. 𝑷 𝑺 = 𝟏
𝟑. 𝑨 ∩ 𝑩 = ∅ ⇒ 𝑷 𝑨 ∪ 𝑩

= 𝑷 𝑨 + 𝑷(𝑩)

اصول احتمال

پیشامدکهمیدهدرخوقتیودادهنمایش𝑨𝒄یا′𝑨بارا𝑨پیشامدمتمم
𝑨ندهدرخ.

𝑨 ∪ 𝑨′ = 𝑺
𝑨 ∩ 𝑨′ = ∅
𝑷 𝑨′ = 𝟏 − 𝑷(𝑨)

𝑨پیشامد − 𝑩کهمی‌دهدرخوقتی𝑨ولیبدهدرخ𝑩ندهدرخ.
𝑷 𝑨 − 𝑩 = 𝑷 𝑨 − 𝑷(𝑨 ∩ 𝑩)

متمم و تفاضل دو پیشامد

تست



.بدهندرخآن‌هاهمگیکهوقتییعنیپیشامد𝒏اشتراک

ሩ
𝒊=𝟏

𝒏

𝑨𝒊 = 𝑨𝟏 ∩⋯∩ 𝑨𝒏

رخپیشامدهاازیکیحداقلکهمی‌افتداتفاقزمانیپیشامد𝒏اجتماع
.بدهد

ራ
𝒊=𝟏

𝒏

𝑨𝒊 = 𝑨𝟏 ∪⋯∪ 𝑨𝒏

𝑷 ∅ = 𝟎
𝑷 𝑨 ∪ 𝑩 = 𝑷 𝑨 + 𝑷 𝑩 − 𝑷(𝑨 ∩ 𝑩)

اشتراک و اجتماع پیشامدها 

تست



تست

تست

𝑨باشیمداشتهوبوده𝑺نمونهفضایاز𝑩و𝑨پیشامددواگر ∩ 𝑩 = دو∅
.می‌گوییمناسازگارراپیشامد

.نمی‌دهندرخهمباهیچ‌گاهناسازگارپیشامد

.می‌گوییمناسازگارپیشامد𝒏آنهابهباشند،ناسازگاردوبهدوپیشامد𝒏اگر

دو پیشامد ناسازگار



بصورتآنپیشامدباشیم،داشتهناسازگارپیشامد𝒏اگر
:روبروست

𝑷 𝑨𝟏 ∪⋯∪ 𝑨𝒏 = 𝑷 𝑨𝟏 +⋯+ 𝑷(𝑨𝒏)

𝑩 ⊆ 𝑨 ⇒ 𝑷 𝑩 ≤ 𝑷(𝑨)
𝑩 ⊆ 𝑨 ⇒ 𝑷 𝑨 − 𝑩 = 𝑷 𝑨 − 𝑷(𝑩)

پیشامد ناسازگار

𝑼
𝑩𝑨

′𝑨بهراجعنباشند،تهیوبودهناسازگارپیشامددو𝑩و𝑨اگر
:داریمحالتدو′𝑩و

𝑨 ≠ 𝑩′ ⇒ سازگار متمم

𝑨 = 𝑩′ ⇒ ناسازگار متمم

ارمتمم پیشامد ناسازگ

𝑼
𝑩𝑨

𝑩𝑨



تست

تست



احتمال غیرهم شانس
احتمال

ندهستهم‌شانسکههاییپدیدهرخداداحتمالمحاسبهبرایمی‌دانیم
:داریم(دارندیکسانیوقوعاحتمالبرآمدهاهمه)

𝑷 𝑨 =
𝒏 𝑨

𝒏 𝑺

سادهپیشامدیکنمونهفضایازتک‌عضویزیرمجموعههربه
)𝑷بجایمعمولا.می‌گوییم 𝒂 .𝑷(𝒂)می‌نویسیم(

احتمال هم شانس



𝑺یعنینمونهفضایازسادهپیشامددوحداقلهرگاه = {𝒔𝟏, … ,𝒔𝒏}

.‌می‌گوییمغیرهم‌شانسنمونهفضایرا𝑺باشند،داشتهنابرابراحتمال

𝑨)برقرار‌است‌𝑺قوانین‌زیر‌در‌فضای‌نمونه‌غیرهم‌شانسی‌مانند‌
= {𝒂𝟏,𝒂𝟐, … ,𝒂𝒌}زیرمجموعه‌𝒌عضوی‌𝑺است:)

𝟏. 𝟎 ≤ 𝑷 𝑨 ≤ 𝟏

𝟐. 𝑷 𝑺 = 𝟏 (𝑷 𝑺 = 𝑷 𝒔𝟏 +⋯+ 𝑷 𝒔𝒏 )
𝟑. 𝑷 𝑨 = 𝑷 𝒂𝟏 +⋯+ 𝑷(𝒂𝒌)

احتمال غیر هم شانس

تست

تست



تست

تست

تست



تست

تست

تست



تست

تست



احتمال شرطی
احتمال

.ممی‌کنیانتخابتصادفبهراآنهاازیکی.دارندقرارنفر𝟏𝟓اتاقیدر
افیامعضوفردایناحتمالچهبه،باشدمافیارییسدوستفردایناگر

است؟

،کنیمپیداراپیشامدیکرخداداحتمالمی‌خواهیمشرطیاحتمالدر
.باشددادهرخدیگریپیشامدآنکهشرطبه

احتمال شرطی چیست؟



بهتنسبپیشامدیککردنشرطیاستهم‌شانساحتمالکهحالتیدر
فضایوگذاشتهکناررا𝑺نمونهفضایدرکهاستاینمثل𝑩پیشامد
سشانهمنیزنمونهفضایاینرویاحتمال.بگیریمنظردر𝑩رانمونه
.است

.داردنامنمونهفضایکاهشرویکرداین

کاهش فضای نمونه

باراباشدافتادهاتفاق𝑩پیشامدکهشرطیبه𝑨رخداداحتمال
𝑷(𝑨|𝑩)احتمالومی‌دهیمنمایش𝑨وقوعشرطبه𝑩زیربصورت

:است

𝑷 𝑨 𝑩 =
𝒏 𝑨 ∩ 𝑩

𝒏 𝑩
=
𝑷 𝑨 ∩ 𝑩

𝑷 𝑩

احتمال شرطی



تست

تست



تست

تست



𝑷 𝑨 𝑩 =
𝑷 𝑨 ∩ 𝑩

𝑷 𝑩
⇒ 𝑷 𝑨 ∩ 𝑩 = 𝑷 𝑩 𝑷(𝑨|𝑩)

:آن‌گاهباشند،ناصفراحتمالباپیشامدهایی𝑨𝟏,𝑨𝟐,𝑨𝟑اگر
𝑷 𝑨𝟏 ∩ 𝑨𝟐 ∩ 𝑨𝟑 = 𝑷 𝑨𝟏 𝑷 𝑨𝟐 𝑨𝟏 𝑷(𝑨𝟑| 𝑨𝟏 ∩ 𝑨𝟐 ))

قانون ضرب احتمال

𝑼 𝑪

𝑩𝑨 𝑼
𝑩𝑨

,𝑨𝟏ناصفراحتمالباپیشامد𝒏اگر … ,𝑨𝒏این‌صورتدرباشیم،داشته
:می‌شودبیانزیرشکلبهاحتمالضربقانون

𝑷 𝑨𝟏 ∩⋯∩ 𝑨𝒏

= 𝑷 𝑨𝟏 𝑷 𝑨𝟐 𝑨𝟏 …𝑷(𝑨𝒏|𝑨𝟏 ∩⋯∩ 𝑨𝒏−𝟏)

حالت کلی قانون ضرب احتمال

تست



تست

تست



تست

گوی𝟑دومیومشکیگوی𝟓وسفیدگوی𝟐اولیکهداریمکیسهدو
وانتخابتصادفبهراکیسهدوازیکی.داردمشکیگوی𝟐وسفید
است؟سفیدگویاحتمالچهبه.برمی‌داریمآنازگویی

قانون احتمال کل

,𝑩𝟏کنیدفرض … ,𝑩𝒏ایفضکهباشند،ناصفراحتمالباپیشامدهایی
:داریم𝑨دلخواهپیشامدهربرایاین‌صورت،در.می‌کنندافرازرانمونه

𝑷 𝑨 = 𝑷 𝑩𝟏 𝑷 𝑨 𝑩𝟏 +⋯+ 𝑷 𝑩𝒏 𝑷(𝑨|𝑩𝒏)

𝑷 𝑨 =෍
𝒌=𝟏

𝒏

𝑷 𝑩𝒌 𝑷(𝑨|𝑩𝒌)

قانون احتمال کل



تست

تست



تست

اینمدتیازپس.داریمهاییپیش‌فرض‌خوداحتمالاتدرگاهی
ایندر.می‌کندپیداسوقخاصبندیردهیکسمتبههاپیش‌فرض

.می‌کنیماستفادهبندیفرمولبرایبیزقانونازمواقع

هچبه.داردقیمتتومانهزاردهزیرخریده‌ایمفروشگاهازکهکالایی
است؟دیجیتالیوسیله‌ایکالاایناحتمالی

′𝑩𝒂𝒚𝒆𝒔قانون بیز یا  𝑻𝒉𝒆𝒐𝒓𝒆𝒎



,𝑩𝟏کنیدفرض … ,𝑩𝒏پیشامدهایی

ورتاینصدر.می‌کنندافرازرانمونهفضایکهباشندناصفراحتمالبا
𝒊هرو𝑨دلخواهپیشامدهربرای ≤ 𝒏داریم:

𝑷 𝑩𝒊 𝑨 =
𝑷 𝑩𝒊 ∩ 𝑨

𝑷(𝑨)
=
𝑷 𝑩𝒊 𝑷 𝑨 𝑩𝒊

𝑷 𝑨

′𝑩𝒂𝒚𝒆𝒔قانون بیز یا  𝑻𝒉𝒆𝒐𝒓𝒆𝒎

𝑷 𝑩𝒊 𝑨 =
𝑷 𝑩𝒊 𝑷 𝑨 𝑩𝒊

𝑷 𝑨

𝑷 𝑨 =෍
𝒌=𝟏

𝒏

𝑷 𝑩𝒌 𝑷(𝑨|𝑩𝒌)

𝑷 𝑩𝒊 𝑨 =
𝑷 𝑩𝒊 𝑷 𝑨 𝑩𝒊

σ𝒌=𝟏
𝒏 𝑷 𝑩𝒌 𝑷(𝑨|𝑩𝒌)

′𝑩𝒂𝒚𝒆𝒔قانون بیز یا  𝑻𝒉𝒆𝒐𝒓𝒆𝒎



یکوصفرمخالفآناحتمالکهباشدپیشامدی𝑩کنیدفرض
:𝑨دلخواهپیشامدهربرایاین‌صورت،در.است

𝑷 𝑩 𝑨 =
𝑷 𝑩 𝑷(𝑨|𝑩)

𝑷 𝑨

=
𝑷 𝑩 𝑷 𝑨 𝑩

𝑷 𝑩 𝑷 𝑨 𝑩 + 𝑷 𝑩′ 𝑷(𝑨|𝑩′)

.استکلاحتمالقانونشرطی‌شدههمانبیزقانون

′𝑩𝒂𝒚𝒆𝒔قانون بیز یا  𝑻𝒉𝒆𝒐𝒓𝒆𝒎

𝑩𝑩′

تست



تست

تست



حل تمرین
احتمال

تست

تست



تست

تست

تست



تست

تست

تست



تست

تست

تست



تست

تست

تست



تست







اتوصیف و نمایش داده ه
آمار توصیفی

گروهبرایداده‌هاترسیمینمایشوخلاصه‌سازیسازماندهی،برای
.می‌کنیماستفادهتوصیفیآمارازانتخابی

.استقطعیوکردهتوصیفرانمونهیکتوصیفیآمار

پراکندگیومرکزیشاخص‌های:استفادهموردابزار‌های

آنبرطبقوجمع‌آوریراکوچکنمونهیکداده‌هایاستنباطیآمار
.می‌کنداستنباطراشدهانتخابآنازنمونهکهجامعه‌ایویژگی‌های

خابانتدرستبایدنمونهبنابراینواستجامعهبهنمونهتعمیمهدف
استنباطهدفجامعهبرآورد.بشود

آمار توصیفی و آمار استنباطی



محاسبه،درکهفردندیاشییکدربارهواقعیت‌هایی:داده
.می‌روندکاربهپیش‌بینیوبرنامه‌ریزی

جامعهاعضایدرکهاشخاص،یااشیاازویژگیهر:متغیر
غییرتدیگرعضویکبهعضویکازمعمولاونیستیکسان
.می‌گیردقرارمطالعهموردومی‌کند

گیویژبهکهعددیبه،کمّیمتغیردر:(مشاهده)متغیرمقدار
.می‌گوییممی‌شوددادهنسبتعضویک(متغیر)

تعاریف در آمار

رامی‌شودمشاهدهدادههرکهدفعاتیتعداد:دادهیکفراوانی
.می‌گوینددادهآنفراوانی

،اداده‌هکلتعدادبهفراوانیتقسیمبا:دادهیکنسبیفراوانی
.می‌آیدبه‌دستدادهآننسبیفراوانی

شود،ضرب𝟏𝟎𝟎دردادهیکنسبیفراوانیاگر:فراوانیدرصد
(دصفراوانی‌هادرصدمجموع).می‌آیدبه‌دستنسبیفراوانیدرصد

𝒑 =
𝒇

𝒏
× 𝟏𝟎𝟎 =

فراوانی

داده‌ها کل
× 𝟏𝟎𝟎

تعاریف در آمار



قطاریکمسافرانبهمربوطفراوانیجدول

مثالی از تعاریف

تست



تست

تست

مقادیربهمربوطافقیمحورنمودارایندر
فراوانیعمودیمحورومتغیر

.است(درصدییانسبی،،(تعداد)مطلق)

تیبتربهمیله‌هااست،کمیمتغیرکهزمانی
.‌می‌گیرندقرارمیلهرویمتغیرمقدار

هبراآنمعمولااست،کیفیمتغیروقتی
ایشافزکهمی‌آوریمافقیمحوررویترتیبی

.باشدیکنواختکاهشیا

نمودار میله ای
نمودار‌از‌وبسایت‌

فرادرس



متغیر،برایمقدارهربهنمودار،ایندر
فراوانیبامتناسبرادایرهازقسمتی

.می‌دهیماختصاصآن(نسبی)

زاویه = نسبی فراوانی × 𝟑𝟔𝟎° =
𝒇

𝒏
× 𝟑𝟔𝟎°

ایکیفیمتغیرهایبرایمعمولانمودار
.می‌رودبه‌کارگسستهکمی

.ندارداهمیتنموداردردایرهشعاع

نمودار دایره ای

Chrome

62%

Safari

20%

IE and Edge

8%

Firefox

6%
Opera

4%

تست



پیوستهکمّیداده‌هایافقیمحوردرنمودارایندر
راتنمهوا،کیفیتشاخصمانندشدهدسته‌بندییا

.آمده‌اندمتوالیبصورت...ودرس

.استفراوانیبهمربوطنیزنمودارقائممحور

(تهیستوگرام یا بافت نگاش)نمودار مستطیلی 

تست



تست

تست



تست

تست



معیارهای گرایش به مرکز
آمار توصیفی

,𝒙𝟏داده𝒏اگر … ,𝒙𝒏سیگمانمادباراداده‌هاآنمجموعباشیم،داشته
:داریمومی‌دهیمنمایش

෍
𝒊=𝟎

𝒏

𝒙𝒊 = 𝒙𝟏 + 𝒙𝟐 +⋯+ 𝒙𝒏

.می‌خوانیم𝒏،𝒙𝒊تا𝟏از𝒊سیگمایراآنو

مجموع داده ها



:داریمودادهشانഥ𝒙نمادباراآن:متوسطیامیانگین

ഥ𝒙 =
σ𝒊=𝟏
𝒏 𝒙𝒊
𝒏

=
𝒙𝟏 +⋯+ 𝒙𝒏

𝒏

,𝒙𝟏داده‌،𝒏اگر:داده‌هاموزونمیانگین … ,𝒙𝒏کهبه‌طوریباشیمداشته
,𝝎𝟏به‌ترتیبیکهرتکرار … ,𝝎𝒏،دادهوزنآنهاازیکهربهباشد
ومی‌دهیمنشانഥ𝒙باراداده‌هاموزونمیانگین.می‌گوییمآنبامتناظر
:داریم

𝒙𝝎 =
σ𝒊=𝟏
𝒏 𝝎𝒊𝒙𝒊
σ𝒊=𝟏
𝒏 𝝎𝒊

=
𝝎𝟏𝒙𝟏 +⋯+𝝎𝒏𝒙𝒏
𝝎𝟏 +⋯+𝝎𝒏

میانگین داده ها

مکرامقداریداده‌هاتمامازابتدادرمی‌توانیمآسان‌ترمحاسبهبرای•
کردهکمکهعددیجدید،مقادیرمیانگینمحاسبهازپسوکرده
.کنیماضافهرابودیم

آخرولاوجملهدومیانگینبابرابرحسابیدنبالهیکاعدادمیانگین•
.استدنباله

ویکدیگربارااعشاریهایقسمتمی‌توانیم،اعشاریداده‌هایدر•
کلمجموعنهایتدروکردهجمعیکدیگربانیزراصحیحهایقسمت

.کنیممحاسبهرا

نکات مربوط به میانگین



دارمقشدناضافهمقدار،حذف)کندتغییرداده‌هامقادیرکهصورتیدر
.اریمدمیانگیندرترکیبتغییر،(دادهچندیایکمقدارتغییرجدید،

෍
𝒊=𝟏

𝒏

𝒙𝒊 = 𝒏 × ഥ𝒙

.می‌شودپیادهداده‌هامجموعرویتغییرجدیدمیانگینمحاسبهدر

به‌‌ترتیبمیانگینباشدکمتریابیشترشدهاضافهداده‌هایمیانگیناگر
.می‌یابدکاهشوافزایش

اولیهنمیانگیبا(...واضافهحذف،در)یافتهتغییرداده‌هایمیانگیناگر
.نداریممیانگیندرتغییری،باشدبرابر

نتغییر ترکیب در میانگی

تست



تست

تست



بزرگبهکوچکازکهراکمیداده‌هایازمجموعه‌ایوسطعدد
تعداداگر.می‌دهیمنشان𝑸𝟐باوگوییممیانهباشندشدهمرتب

𝒏وسطعدددومعدلمیانهباشد،زوجداده‌ها

𝟐
𝒏+𝟏و

𝟐
.است

داده‌هااولچارکراشدهمرتبداده‌هایاولدومیکمیانه
آخردومیکمیانههمچنین.می‌دهیمنشان𝑸𝟏باراآنوگوییم
نشان𝑸𝟑باوگفتهداده‌هاسومچارکراشدهمرتبهایداده

.‌می‌شودنامیدهنیزدومچارکمیانه،.می‌دهیم
𝑨 = {𝟏, 𝟏, 𝟐, 𝟓, 𝟔, 𝟏𝟏, 𝟏𝟗, 𝟐𝟔, 𝟗𝟎, 𝟑𝟒𝟓}

میانه

ഥ𝒙:برابرندمیانگینومیانهحسابی،دنبالهدر• = 𝑸𝟐 =
𝒙𝟏+𝒙𝒏

𝟐

میانهرویتاثیریمیانگینبرخلافافتادهدورهایداده•
.ندارند

𝒏نیمههرهایدادهتعداد•

𝟐
واولچارکازقبلهایچارکو

𝒏سومچارکازبعد

𝟒
بینهایدادهتعدادهمچنیناست،

𝟐سومواولچارک
𝒏

𝟒
𝟐یا

𝒏

𝟒
+ .است𝟏

نکات میانه



تست

تست



.ددارداده‌هادررا(فراوانی)تکراربیشترینکهاستایدادهمد

ترینبزرگایدایرهنموداردرومیلهبلندترینای،میلهنمودار‌در
.استداده‌هامدزاویه

مددودارایداده‌هاباشند،فراوانیبیشتریندارایدادهدواگر
.نداریممدباشند،یکسانفراوانیدارایداده‌هاهمهاگروبوده

میانگین،مد،کنیم،جمع𝒃باوکردهبرابر𝒂راداده‌هاتمامیاگر
.می‌شوندجمع𝒃باوشدهبرابر𝒂همگیمیانهوچارک‌هامقادیر

(نما)مُد 

تست

تست



تست

د،باشداشتهداده‌هامجموعهمشاهداتسایربازیادیبسیارتفاوتکهمشاهده‌ای
.دندارمیانهومدرویبرتاثیریولیدادهقرارتاثیرتحتراداده‌هامیانگین

اریم،ددورافتادهدادهکهحالتیدروترینمناسبمیانگینافتادهدوردادهبدون
.ترندمناسبمیانهیامد

مبخواهیاگروبهترمُدباشد،...ورسانه‌اییاتجاریاموریبررسیموضوعاگر
.استبهترچارکومیانهبدهیم،نظرداده‌هاکلیوضعدرباره

میانگین، میانه و مد داده ها، کدام معیار را انتخاب می کنید؟

گرایششاخصیکتنهانظرگرفتندرآماری،مسائلتحلیلوتفسیردر
.نیستکافیمرکزبه

براساسوشودمحاسبهمدومیانهمیانگین،معیارسههرمی‌بایست
تفسیر،انجامبرایآنازوانتخابمناسبمعیاربررسی،موردهدف

.شوداستفادهپیش‌بینیوقضاوت

میانگین، میانه و مد داده ها، کدام معیار را انتخاب می کنید؟



تست

تست



تست

تست



معیارهای پراکندگی
آمار توصیفی

ഥ𝒙:متوسطیامیانگین =
σ𝒊=𝟏
𝒏 𝒙𝒊

𝒏
=

𝒙𝟏+⋯+𝒙𝒏

𝒏

𝒙𝝎:داده‌هاموزونمیانگین =
σ𝒊=𝟏
𝒏 𝝎𝒊𝒙𝒊
σ𝒊=𝟏
𝒏 𝝎𝒊

=
𝝎𝟏𝒙𝟏+⋯+𝝎𝒏𝒙𝒏

𝝎𝟏+⋯+𝝎𝒏

𝑸𝟐بانمایشووسطعدد:میانه

𝑸𝟏بانمایشواولدومیکمیانه:داده‌هااولچارک

𝑸𝟑بانمایشوآخردومیکمیانه:داده‌هاسومچارک

(فراوانی)تکراربیشترینباایداده:مد

میانگین داده ها



انحرافآوردنبدستبرای(میانگینازانحراف)میانگینازداده‌هاهمهتفاضلصورتدر
σ𝒊=𝟏:داریمواستصفرحاصلدارد،قرارداده‌هاوسطدرمیانگین،معیار

𝒏 (𝒙𝒊 − ഥ𝒙) = 𝟎

می‌تواندومی‌شودگرفتهنظردرداده‌هامیانگینازانحرافمطلققدرمشکل،رفعبرای
σ𝒊=𝟏:داریموباشدداده‌هاپراکندگیسنجشبرایمعیاری

𝒏 |𝒙𝒊 − ഥ𝒙| = 𝟎

رااده‌هادمیانگینازانحرافازدومتواندلیلهمینبهنیست،آسانقدرمطلقباکارکردناما
.می‌گیریمنظردر

دستیابی به واریانس

:داده‌هاواریانس

𝝈𝟐 =
σ𝒊=𝟏
𝒏 𝒙𝒊−ഥ𝒙

𝟐

𝒏
=

𝒙𝟏−ഥ𝒙
𝟐+⋯+ 𝒙𝒏−ഥ𝒙

𝟐

𝒏

مجذورنمیانگییاتعدادبرتقسیمدوتوانبهمیانگینازمقادیراختلافمجموع
.گوییمداده‌هاواریانسمیانگینازمقادیرتفاضل

𝝈𝝎
𝟐 =

σ𝒊=𝟏
𝒏 𝝎𝒊 𝒙𝒊 − ഥ𝒙 𝟐

σ𝒊=𝟏
𝒏 𝝎𝒊

انحراف از معیار و واریانس

,𝒙𝟏به‌صورتجامعهازداده𝒏اگر:داده‌هامعیارانحراف … ,𝒙𝒏باشیم،داشته
رادیکال)می‌کنیمتعریفزیربه‌صورتودادهنشان𝝈نمادبارامعیارانحراف
:(تعدادبرتقسیممیانگینازداده‌هاتفاضلمربعجمع

𝝈 =
σ𝒊=𝟏
𝒏 𝒙𝒊 − ഥ𝒙 𝟐

𝒏
=

𝒙𝟏 − ഥ𝒙 𝟐 +⋯+ 𝒙𝒏 − ഥ𝒙 𝟐

𝒏

نمادباراآنواستداده‌هاواریانسرامعیارانحرافدومتوان:داده‌هاواریانس
𝝈𝟐می‌دهیمنشان.

انحراف از معیار و واریانس



.هستندمثبتهموارهمعیارانحرافوواریانسمقادیر•

پراکنده‌ترمیانگینحولداده‌هایعنییابد،افزایش𝝈و𝝈𝟐مقدارهرچقدر•

.هستندمامطلوبآنهاکوچکمقادیروهستند

.ابرندبرهمباداده‌هاتمامیکهاستمعنیاینبهصفرواریانسیاومعیارانحراف•

.داده‌هاستواحدمجذورواریانسواحد•

می‌توانیم،نکندتغییرഥ𝒙میانگینمی‌شود،کمیاواضافهداده‌هاییکهوقتیاگر•

.برسیمسوالپاسخبهفرمولتغییربدون

انحراف از معیار و واریانس

داریمراداده‌هامیانگینمربعوداریمراداده‌هامربعاتمیانگینکهزمانیبرای
منهایااعضتعدادبرتقسیممجذوراتمجموع)کنیماستفادهرابطهاینازمی‌توانیم
:(دوتوانبهمیانگین

𝝈𝟐 =
𝟏

𝒏
σ𝒊=𝟏
𝒏 𝒙𝒊

𝟐 − ഥ𝒙𝟐

یابخواهندراداده‌هامجذوراتمجموعکهاستاستفادهقابلزمانیتنهابالارابطه
.بدهندمابهایمرحلهدر

انحراف از معیار و واریانس



𝝈𝟐رابطهاثبات =
𝟏

𝒏
σ𝒊=𝟏
𝒏 𝒙𝒊

𝟐 − ഥ𝒙𝟐اصلیرابطهازاستفادهبا

𝝈𝟐 =
σ𝒊=𝟏
𝒏 𝒙𝒊 − ഥ𝒙 𝟐

𝒏

انحراف از معیار و واریانس

.جمع‌کنیم،‌انحراف‌معیار‌تغییری‌نمی‌کند𝒃اگر‌تمام‌داده‌ها‌را‌با‌
𝝈𝒏𝒆𝒘 = 𝝈𝒐𝒍𝒅
𝝈𝒏𝒆𝒘
𝟐 = 𝝈𝒐𝒍𝒅

𝟐

برابر‌می‌شود‌و‌مقدار‌|𝒂|ضرب‌کنیم،‌مقدار‌انحراف‌معیار‌𝒂اگر‌تمام‌داده‌ها‌را‌در‌
.‌‌برابر‌خواهد‌شد𝒂𝟐واریانس‌

𝝈𝒏𝒆𝒘 = 𝝈𝒐𝒍𝒅 × 𝒂

𝝈𝒏𝒆𝒘
𝟐 = 𝝈𝒐𝒍𝒅

𝟐 × 𝒂𝟐

اثر تغییر ترکیب روی واریانس، انحراف معیار

𝝈𝟐عبارتبابرابرواریانسبسازند،حسابیدنبالهداده‌هااگر =
𝒏𝟐−𝟏

𝟏𝟐
𝒅𝟐به.است

𝝈:ترتیبهمین =
𝒏𝟐−𝟏

𝟏𝟐
|𝒅|

انحراف از معیار و واریانس



تست

تست



تست

تست



تست

تست



:داریمومی‌دهدبه‌دسترا(𝑪𝑽)دادهتغییراتضریبمیانگینبرمعیارنسبت

𝑪𝑽 =
𝝈

ഥ𝒙
میزانوبیشتردقتمیزانباشد،کمترماتغییراتضریبهرچهگروه،دومقایسهدر

.استکمترداده‌هاپراکندگی
بصورتراآنوکردهضرب𝟏𝟎𝟎درراآنمعمولاونداردواحدتغییراتضریب
.می‌کنیمبیاندرصد

ضریب تغییرات داده ها

مقدارومی‌شودبرابر|𝒂|معیارانحرافمقدارکنیم،ضرب𝒂درراداده‌هاتماماگر
.نمی‌کندتغییرحالتایندرتغییراتضریب.شدخواهدبرابر𝒂𝟐واریانس

𝝈𝒏𝒆𝒘 = 𝝈𝒐𝒍𝒅 × 𝒂

𝝈𝒏𝒆𝒘
𝟐 = 𝝈𝒐𝒍𝒅

𝟐 × 𝒂𝟐

𝑪𝑽𝒏𝒆𝒘 =
𝒂𝝈

𝒂ഥ𝒙
=
𝝈

ഥ𝒙
= 𝑪𝑽𝒐𝒍𝒅

تغییراتاثر تغییر ترکیب روی واریانس، انحراف معیار و ضریب

گینمیانامانمی‌کند،تغییریمعیارانحرافمقدارکنیم،جمع𝒃باراداده‌هاتماماگر
𝒃اگرنتیجهدروشده𝒃بعلاوه < 𝒃اگروزیادتغییراتضریب𝟎 > ضریب𝟎

.می‌شودکمتغییرات
𝝈𝒏𝒆𝒘 = 𝝈𝒐𝒍𝒅
𝝈𝒏𝒆𝒘
𝟐 = 𝝈𝒐𝒍𝒅

𝟐

𝑪𝑽𝒏𝒆𝒘 =
𝝈

ഥ𝒙 + 𝒃

تغییراتاثر تغییر ترکیب روی واریانس، انحراف معیار و ضریب



تست

تست



تست

تست



کچارمیانهاول،چارکنمودارایندر.گوییمجعبه‌اینمودارزیرنموداربه
دادهنشانهمزمانبه‌طوریداده‌هامقدارکمترینوبیشترینسوم،

.می‌شود

.می‌گیرندقرارجعبهدرونسوم،واولچارکبینداده‌های

نمودار جعبه ای

𝑴𝒂𝒙برابرتغییراتدامنه −𝒎𝒊𝒏یامیان‌چارکیتغییراتدامنه.است
𝑸𝟑برابر(𝑰𝑸𝑹)بین‌چارکی −𝑸𝟏است.

دلخواهمستطیلعرضودارندقرارجعبهرویسوم،واولچارکخود
یجعبه‌انموداردنباله‌هایشدنطولانیسببدورافتادهداده‌وجود.است

.استمقایسهمناسبجعبه‌اینمودار.می‌شود

نکات نمودار جعبه ای



تست

تست



تست







گردآوری داده ها
آمار استنباطی

وبرنامه‌ریزیمحاسبه،درکهفردندیاشییکدربارهواقعیت‌هایی:داده
.می‌روندکاربهپیش‌بینی

بررسییکدرآنهابهمربوطداده‌هایکهاشیایاافرادازهریک:واحدآماری
.می‌شودگردآوریآماری

.گویندراآماریواحدهایکلمجموعه:آماریجامعه

شدهانتخابمشخصیروشباکهآماریجامعهاززیرمجموعههر:آمارینمونه
.می‌نامندنمونهیکاست،

آناطلاعاتتعمیممنظوربهجامعه،یکازنمونه‌ایانتخابفرایند:نمونه‌گیری
.استجامعه

تعاریف اولیه



.شودبررسیاستقرارکهاشیایااشخاصازویژگیهر:متغیر

یاتعملآنبرایومی‌گیردعددیمقادیرکهاستمتغیری:کمیمتغیر
.استانجامقابلمعدل‌گیریوتفریق،جمع،ریاضی

دریااشیاافرادبندیدستهبرایصرفاکهاستمتغیری:کیفیمتغیر
.نمی‌گیردعددیمقدارلزوماومی‌رودبه‌کارگروه‌ها

یادآوری

خاصیجنبه‌اتوصیف‌کنندهکهاستعددیمشخصهیک:جامعهپارامتریاپارامتر
همحاسبقابلباشد،اختیاردرجامعهکلداده‌هایکهصورتیدرواستجامعهاز

ایرانجامعهکلبهسال𝟔𝟓بالایافرادنسبتماننداست

ونهنمازخاصیجنبه‌ایتوصیف‌کنندهکهعددیمشخصه‌ای:نمونهآمارهیاآماره
به‌کارجامعهپارامترتخمینبرایومی‌آیدبه‌دستنمونهداده‌هایازواست

.می‌رود

.استاستنباطیآمار،نمونهازپارامتردربارهنتیجه‌گیریفرایند

پارامتر جامعه و آماره نمونه

رایبمعلوماحتمالآماریواحد‌هایهمهکهاستنمونه‌گیری:احتمالینمونه‌گیری
فادهاستنمونهواحد‌هایانتخاببرایتصادفیروشیازو.باشدنمونهدرانتخاب
.شود

رینمونه‌گیخصوصیاتازهریککهگیرینمونهبه:غیراحتمالینمونه‌گیری
باشد،نداشتهراروشبودنتصادفییاواحتمالبودنمعلومازاعماحتمال

.گوییمغیراحتمالینمونه‌گیری

روش های نمونه گیری



روش های نمونه گیری

نمونه‌گیری‌
احتمالی

نمونه‌گیری‌
غیراحتمالی

نمونه‌گیری‌تصادفی‌ساده

نمونه‌گیری‌طبقه‌ای

(سامان‌مند)نمونه‌گیری‌سیستماتیک‌

نمونه‌گیری‌تصادفی‌ساده

نمونه‌گیری‌دردسترس

نمونه‌گیری‌قضاوتی

نمونه‌گیری‌سهمیه‌ای

نمونه‌گیری‌گلوله‌برفی

شدنانتخاببرایآماریواحد‌هایهمهروشایندر:سادهتصادفینمونه‌گیری
،مداریجامعهاعضایفهرستبهنیازاینجادر.دارندیکسانیاحتمالنمونه،در

واعضایکسانانتخابشانسروشمزیت.استفهرستتهیهاصلیمحدودیت
.استآندقت

یازنانومردانمانند)همازمجزاجامعه‌هایبهراجامعه:طبقه‌اینمونه‌گیری
معمولاا‌.بر‌می‌داریمتصادفینمونهطبقه،هرازوکردهتقسیم(سنیگروه‌براساس
تمزی.استجامعهازطبقهسهمبامتناسبطبقههرازشدهانتخابافرادتعداد
طبقاتیکایکشناساییبهنیازامااستنمونهانتخابدرنسبت‌هاحفظروشاین

.داردعضوگیریازقبلجامعه

نمونه گیری احتمالی



اندازهنآدرکهطبقه‌ایگیرینمونهنوعی:(سامان‌مند)سیستماتیکنمونه‌گیری
ودهشانتخابتصادفبهآماریواحد،اولطبقهازفقط.استبرابرهمباطبقه‌ها

.می‌شودانجامکار،دیگرطبقاتازرویههمانبه

معه‌،جادراولیهگیرینمونهواحد‌هایآن،درکهنمونه‌گیری:خوشه‌اینمونه‌گیری
راشدهانتخابخوشه‌هایآماریواحدهایهمهسپس.باشندخوشه‌هایاگرو‌ها
سطحیبررسواستانروستایچندانتخابمانندمی‌گیریم،نظردرنمونهبعنوان
.آن‌هادردولتیخدماتازمردمرضایت

ثباعخوشهاعضاینزدیکیاماجامعه،اعضایبینزیادفاصلهودسترسیعدم
.استصرفهبهمقرونحالتایندرکهاستنمونه‌گیریاینانجام

نمونه گیری احتمالی

.‌می‌گیریمنمونهدسترسدراشیاوافرادازفقط:دردسترسنمونه‌گیری

سهمبامتناسبراانتخابیافرادتعداد،دسترسدردرحالت:سهمیه‌اینمونه‌گیری
.‌می‌کنیمتعیینجامعهازگروههر

.‌می‌رویمجامعهازخاصیگروهسراغنمونه‌گیریدر:قضاوتینمونه‌گیری

ارند،دنامشخصاستقرارمحلآماریجامعهکهمواردیدر:برفیگلولهنمونه‌گیری
.می‌شودجدیدعضوهایبهآمارگیرراهنماییباعثجمعیتازعضوهایی

نمونه گیری غیر احتمال

کمکبهکه)بگیردفاصلهایده‌آلنمونه‌گیریازنمونه‌گیریروشیکاگر
آندمی‌گوینکندپیداانحرافخاصسمتیبهو(می‌شودمشخصخاصمعیارهایی

ازیقضاوتنمونه‌گیریبامیوهبازاربررسیماننداستاریبنمونه‌گیریروش
میوهدلالان

تارایری‌هانمونه‌گ،اریبیتولیدمنابعشناساییباتامی‌کنندتلاشآمارشناسان
.کنندنااریبمی‌توانندکهجایی

اریب و نااریب بودن نمونه



ممکنروش‌هایازیکیبهداده‌هاگردآوری:آمارگیری

.می‌دهدانجامراآمارگیریکهکسی:آمارگیر

.شودریگردآونمونهاعضامتغیرمقادیربایدشد،انجام‌نمونه‌گیریوقتی

هادادهگردآوریروش‌های

روش های گردآوری داده

مشاهده

پرسش‌نامه

(پایگاه‌داده‌ها)دادگان‌

مصاحبه

ثبتمشاهده،توسط.پاسخگوبهنیازبدونداده‌هاگردآوری:مشاهده1.
خیاباندرسواری‌هاشمارشمثلمی‌شودانجاماندازه‌گیریورویدادها

اداده‌هتولیددلیلبه.استشدهذخیرهاطلاعاتازمجموعه‌ایشامل:دادگان2.
اینترنت،ماننداستیافتهرواجروشاینازاستفادهخودکار،به‌صورت

...وسازمان‌هادادهپایگاه‌های

(کنممپاسخ‌هایدانستن)شدهتعیینپیشازسوالاتمجموعه:پرسش‌نامه3.
ابزارنمرسوم‌تری.می‌شودتکمیل(انتخابینمونه)پاسخگوتعدادتوسطکه

ونفوسسرشماری)ایرانآمارمرکزمانندمردمازاطلاعاتگرفتنبرای
...واینترنتیپستی،آمارگیری،(مسکن

،(مصاحبه‌شوندهوآمارگیر)نفردومیانمعمولاا:(شفاهیپرسش)مصاحبه4.
.نیستمطلعممکنپاسخ‌هایهمهازآمارگیر

روش های گردآوری داده



تست

تست



تست

تست



تست

تست



تست

تست



تست

تست



تست



برآورد
آمار استنباطی

تفادهاسباجامعهخصوصیاتپیش‌بینیبهاستنباطیآمار
(آمدهبه‌دستنمونهازعموماکه)فعلیاطلاعاتاز

.می‌پردازد
.دمی‌گوینبرآوردآماردرشدهانجامبینیپیشاینبه

برآورد

برآورد
برآورد‌نقطه‌ای
برآورد‌بازه‌ای



ایاعضتمامبرایدادهمقادیرمیانگینمعمولاجامعهپارامتر
(.باشدنیزدیگریچیزهایمی‌تواند).استجامعه

عددیمقداربااستبرابرجامعهپارامترنقطه‌ایبرآورد
آننظیرآمارهدرتصادفینمونهاعدادجا‌ی‌گذاریازحاصل
.پارامتر

برآورد نقطه ای

ه‌میانگین‌نمون
ഥ𝒙

برآورد‌نقطه‌ای‌
𝝁پارامتر‌جامعه‌

آماره‌
نمونه

برحسبآنهاماهیانهدرآمدکهشدهتشکیلنفر𝟔ازجامعه
:استزیربصورتتومانمیلیون

نمونه های متفاوت از جامعه

جامعهپارامتراینجادر
.استدرآمدهامیانگین
.می‌گیریمرا𝟏نمونهاندازه
احتمالنمودارروبرونمودار

یک‌تایینمونهمشاهده



رید؟داپیشنهادیچهپارامتربهبرآوردشدننزدیکبرای

نمونه های متفاوت از جامعه

برآورد با نمونه



برآورد با نمونه

برآورد با نمونه

تشکیلاعدادعضوی𝟔جامعهدراگر
ونمودارشکلبدهند،حسابیدنباله
روبرومانندهموارهآنعمودیمحور
.شدخواهد
یکبابرابرهموارهاحتمال‌هامجموع
.است
𝒏نمونه − عضوی،𝒏جامعهعضوی𝟏
ارتفاعهممیله𝒏دارای



تست

تست



تست

تست



هب.می‌دهدمابه(جامعهپارامتر)جامعهمیانگینازبرآوردیک،عضوی𝒏نمونههر
نشان𝝈ഥ𝒙باومی‌گوییممیانگینبرآوردمعیارانحرافمقادیر،اینمعیارانحراف
.می‌دهیم

انحراف معیار برآورد میانگین

کنیمضفرنامتناهیآنرابتوانیمکهباشدزیادبسیاراعضاتعدادجامعه‌ایدراگر
(کنیم؟فرضنامتناهیبتوانیمچییعنی)

:استبرقرارزیررابطه

𝝈ഥ𝒙 =
𝝈

𝒏
=

جامعه معیار انحراف

نمونه اندازه جذر

.می‌یابدکاهشبرآوردمعیارانحرافنمونهاندازهافزایشبا

.استنامتناهیجامعهداریممبحثاینازکهسوال‌هاییدر

انحراف معیار برآورد میانگین

تست



تست

تست

برایعددیبازه‌ایازاستعبارتجامعهپارامتراطمینانبازهیابازه‌ایبرآورد
.داردشهرتاطمینانضریببهکهاطمیناندرصدیکهمراهبهپارامتر

نمونهاعضایتعدادوഥ𝒙نمونهمیانگینو𝝈جامعهمعیارانحرافمقادیرداشتنبا
.آوردبدستاطمینانبازهیکمی‌توان

برآورد باز ه ای میانگین



%𝟗𝟓ازبیشاطمینانباباشیم،داشتهاختیاردر𝒏اندازهبهتصادفینمونهاگر
:بگوییممی‌توانیم

ഥ𝒙 −
𝟐𝝈

𝒏
≤ 𝝁 ≤ ഥ𝒙 +

𝟐𝝈

𝒏

.استجامعهمعیارانحراف𝝈و(پارامتر)جامعهمیانگین𝝁که

برآورد بازه ای برای میانگین جامعه

ഥ𝒙 −
𝟐𝝈

𝒏
≤ 𝝁 ≤ ഥ𝒙 +

𝟐𝝈

𝒏

برتقسیمارمعیانحرافبرابردو(بعلاوه)منهاینمونهمیانگینبرابر(بالا)پایینحد
.استنمونهاندازهرادیکال

𝟗𝟓داریم،انتظارنمونه‌گیریبار𝒏درکهاستمعنیاینبه𝟗𝟓اطمیناندرصد
که‌هاییجامعهدرصد𝟗𝟓مشابهبطوریاباشدجامعهمیانگینشاملبازه‌هادرصد
.دارندبازهایندرجامعه‌ایمیانگیندارند،رانمونهاین

برآورد بازه ای برای میانگین جامعه

ഥ𝒙 −
𝟐𝝈

𝒏
≤ 𝝁 ≤ ഥ𝒙 +

𝟐𝝈

𝒏

−
𝟐𝝈

𝒏
≤ 𝝁 − ഥ𝒙 ≤

𝟐𝝈

𝒏

|𝝁 − ഥ𝒙| ≤
𝟐𝝈

𝒏

نکات مربوط به برآورد بازه ای

𝟒𝝈بازهطول

𝒏
.استഥ𝒙مرکزآنو

[𝒂,𝒃]بصورتاطمینانبازهکهصورتیدر
ازنیاطلاعاتاینبامی‌توانباشد،شدهداده

.کردحسابرامسئله

بربازهطولشود،برابر𝒎نمونهتعداداگر
𝒎می‌شودتقسیم.



آنهاازتا𝒎وکردهانتخابسادهتصادفینمونه𝒏،بزرگنسبتاجامعه‌ایازاگر
آنکهجامعهازافرادیواقعینسبتآن‌گاهباشد،داشتهراماموردنظرشرط
:استزیربازهدر%𝟗𝟓اطمینانبادارند،راویژگی

(𝒑 − 𝟐
𝒑 𝟏 − 𝒑

𝒏
, 𝒑 + 𝟐

𝒑 𝟏 − 𝒑

𝒏
)

𝒑آندرکه = 𝒎/𝒏جامعهویژگیبهنسبتپارامتربرآورد.

برآورد باز ه ای نسبی

(𝒑 − 𝟐
𝒑 𝟏 − 𝒑

𝒏
, 𝒑 + 𝟐

𝒑 𝟏 − 𝒑

𝒏

عدادتباارتباطیولیاستنمونهاعضایتعدادبهوابستهاطمینانبازهاندازه
.نداردجامعهاعضای

لازم(%𝟗𝟓ازبیش)افزایشراخوداطمینانبازهنمونهتغییربدونبخواهیماگر
.دهیمقراربزرگترضریبی𝟐جایبه

نکات برآورد باز ه ای نسبی

(𝒑 − 𝟐
𝒑 𝟏 − 𝒑

𝒏
, 𝒑 + 𝟐

𝒑 𝟏 − 𝒑

𝒏
)

𝒕اینجادر = 𝟐
𝒑 𝟏−𝒑

𝒏
در.است𝟐𝒕بازهطولو𝒑بازهمرکزاین‌صورتدر

.می‌کندکمکمابهاطلاعاتاینباشیمداشته(𝒂,𝒃)صورتبهرابازهکهصورتی

نکات برآورد باز ه ای نسبی



(𝒑 − 𝟐
𝒑 𝟏 − 𝒑

𝒏
, 𝒑 + 𝟐

𝒑 𝟏 − 𝒑

𝒏
)

𝒌برتقسیماطمینانبازهطولکنیم،برابر𝒌رانمونه‌هاتعدادکهصورتیدر
ربهتاعشاررقمیکمحاسبهدقتکنیم،برابر𝟏𝟎𝟎رانمونه‌هاتعداداگر.می‌شود
.شدخواهد

نکات برآورد باز ه ای نسبی

واهیمبخاگرپس.نداریممطالعهنسبتازبرآوردیآمارگیریقبلکلی،حالتدر
خصمشرانمونهاندازهمی‌توانیمچگونهباشیم،داشتهدلخواهاطمینانبازهطول
کنیم؟

𝟐بازهطول
𝒑 𝟏−𝒑

𝒏
.است

𝒑 − 𝟐
𝒑 𝟏 − 𝒑

𝒏
, 𝒑 + 𝟐

𝒑 𝟏 − 𝒑

𝒏
⊆ (𝒑 −

𝟏

𝒏
, 𝒑 +

𝟏

𝒏
)

نکات برآورد باز ه ای نسبی



تست

تست



تست

تست



حل تمرین
آمار توصیفی و آمار استنباطی

تست



تست

تست

تست



تست

تست

تست



تست

تست

تست



تست

تست

تست



تست

تست

تست
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